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CAPITOLUL | 
CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL 


1.1. Un punt material se mişcă după legea: 
x = Á cosot+ A, sin ot 
y = B cosot+ B, sin øt 


Se cer traiectoria, viteza şi accelerația punctului material. 


Rezolvare: Pentru a afla traiectoria va trebui să eliminăm timpul 


din cele două relații. Sistemul linear în cosæt şi sin øt: 

A, A |jcosøt| jx 

B B, |lsinot oly 
oferă soluția: 

cosøt| 1| B, —4,|]x 

sinot| A -B 4 IW 
unde A = 4B, - 4B, 

, l l 

Avem deci: cos øt = 7 (Bax — 4.9); sinøt= RI Bx+4y) 
Întrucât: cos” æt +sin? øt =1 rezultă: 

| 2] 2 

e (Bax Ay) F BC Bx + Ay) =] 


sau: x2(B2 + B2)-2xy(4,8, + 4B, )+ (42 + 42)= A 
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care reprezintă ecuaţia unei elipse. 
Matricea acestei forme pătratice este: 


B; + Bi E (4,8, F 4 B,) 
z (48, + 4B,) 4 + A 


Problema de valori proprii: 


B2? +B? -A  -(4B,+4B,) 


2 2 =0 
-(4B,+4B) Æ+& -A 


sau: (B2 +B? -A4 + 42 -4)- (4,8, + 48) =0 
dă semiaxele elipsei: a SNAN >b 1/44; unde 4 şi A sunt 
soluțiile ecuației de gradul doi obținute. Sistemul linear omogen: 


B? +B? -A  —(4,B, +4 B) fcos8 
a (4,8, T 4 B,) 4 Za A -À sin 0 


dă înclinarea axelor elipsei față de sistemul de coordonate Oxy: 


B? + B? — B? +B? -A 
(4,B, + A.B, ) (4,8, + A.B.) 
Cele două axe, determinate de unghiurile 0, şi respective 0, , sunt 
perpendiculare între ele şi formează un nou sistem de coordonate 


OXY faţă de care elipsa traiectorie are forma: 


AX’ +4 =1 
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Componenetele vitezei sunt: 
v, = (A sin ot + A, cost) 
v, = o(- B sin øt + B, cost) 


de unde se poate obţine valoarea vitezei: 


EI) E 2 
v= v +v; - 
Componentele accelerației sunt: 


a, =-@ (4 cosøt + A sinøt)=-0°x 


2 p 2 
a, =- (B, cosor+ B, sin øot)=-0°y 


şi dau valoarea accelerației: 


T 


Relațiile de definiție ale spațiului se mai pot scrie: 
X =q cos(æt + p) 


unde: 


A 
ANA +4 ; ep =: 

B 
a= Bi + B ; tgp, = ——2 


Viteza va fi dată atunci de relațiile: 


v, = -aosin(ot +); v, = -a,osin(at +o, ) 


iar acceleraţia: 
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a, =-q 0 cos(at +) ; a, =-a, 0 coslæt +o) 


yY 


1.2. Ecuațiile parametrice ale unui punct material în mişcare sunt: 
r=e”; 0= ft. Să se determine traiectoria, viteza şi accelerația 


utilizând sistemul de coordonate polare. 


RINN i A Ş za 0 
Rezolvare: Ehminăm timpul 7 între cele două relații: = de 


[24 


9 
unde r=e/ . Traiectoria este deci o spirală logaritmică. Avem: 


l a l a 
pe sa e 00020. 
Rezultă: 
at 


varse: vre” 


r 


Vectorul viteză: 
are valoarea: 


v=e* Jæ +p. 


Unghiul făcut de viteză cu raza vectoare este: 


Accelerația are componentele: 
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a, =i-—r0 =e” (a? -f?); ag =r0+ 210 = 2ape” 
qag” la? =H -+ 2ape, | 


Ia (2 -pY +e p -= e” (a? + 8?) 


Unghiul făcut de accelerație cu vectorul de poziție al punctului 


1.3. Un om se deplasează trăgând de extremitatea punctului C a 
unei funii, trecută după un scripete mic B, cealaltă extremitate a 
funiei fiind legata la 
un cărucior care se 
deplasează pe oœ 


platformă orizontală. 


Știind că viteza cu 


care aleargă omul este 
constantă şi egală cu Fig.1.3 

U şi că diferența de nivel dintre platformă şi extremitatea C a 
funiei este h, se cere să se determine viteza v a căruciorului şi 


accelerația sa (fig. 1.3). 


Rezolvare: Din figură rezultă x = ut; y= Na? +2 ur th. 
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Viteza căruciorului este: 


dy 


= —— 


deci v = ui sau v = -= 
dt NUC +R NX +h? 


Accelerația căruciorului este: 


EL T ae 
dt 


1.4. O particulă se deplasează în linie dreaptă cu viteza 
5 : ! zu 3 

v= Ea mjs. Să se determine poziția acesteia la t = 6s , dacă la 
+x 


t=0, x=0. De asemenea, să se determine accelerația când 


x=2m. 


Rezolvare: Din v = = rezultă dx=v dt; dx= dt; 


+x 


S t 
(4+ x)dx=5 dt; |(4-+ = [5ar, 


0 to 
2 
(4x + | 
2 


Dacă t = 6s > s= 4,72 m. 


= St 


So 


2 

S 
VASK ESR 

to 2 
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E 5 l 5 __ 25 
(4+x) 4+xX (4+x). 


Pentru x = 2m, rezultă a = —116 m/s? 


1.5. Acceleraţia unui punct material în mişcare rectilinie este dată 
prin relaţia a = (2r —1)m/s?. Dacă x, = m şi v, =2m/s la t, =0 
să se determine viteza punctului material şi poziţia acestuia la 
1 =6s. De asemenea să se determine spațiul total parcurs de 


punctul material în acest interval de timp. 


Rezolvare: Din relația dv = a dt, prin integrare rezultă: 
jo- fe- Idt ; v-v, =° -t-f +t, ; v= -—t+2 


La momentul ż = 6 s rezultă: v=32m/s. 


Putem scrie: dx =v dt > dx = (e — [+ 2 It, 
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3 2 
PE | a dt, 
320) 


d =s -sS =55-1= 54m 


6 
= 72 —18+12 =66m = s=607m, 


1.6. Mişcarea unui punct pe suprafaţa 
unui con circular drept este definită în 
coordonate polare prin: p=h-t: tga, 
0 = 2r-t, unde a este semiunghiul la vârf 
al conului şi A este distanţa cu care punctul 


se ridică la o rotație în jurul axei Oz a 


conului (fig. 1.6). Să se determine 


modulul vitezei şi accelerației punctului 


mobil, la orice moment f. Fig.1.6 


Rezolvare: Fiind vorba de un con circular drept, avem: 


tga = £ 
Z 
rezultând: z= =h-t 
tga 


Componentele vitezei sunt: 


v, =ġ=h:tga; v; = pĝ=h:t:tga(27); v, =ż=h, 


iar modulul vitezei va fi: v= h-tgav47 t +cosec’ a. 


CINEMATICĂ şi DINAMICĂ 


Componentele accelerației sunt: 
a, =—h-t-tgal2rf; a, =2h-t-tgaQz); a, =0, 


iar modulul accelerației va fi: 
a = 2h tear (i +r i ). 


Relația dintre 0 şi z este 0 = 27%. 


1.7. Să se determine traiectoria, viteza şi accelerația pentru un 


punct ale cărui ecuații de mişcare în coordonate carteziene sunt: 
=à z ; — 
x=xy+e *cos8; y=y,te “ sin; z=zy+e cu 


unde xy, Yo Zo ŞI A sunt parametrii constanţi. 


Rezolvare: Traiectoria este descrisă prin ecuaţiile parametrice 
date. Pentru a obţine informaţii suplimentare despre curbă vom 
elimina parametrul 9 din ecuaţii (o = 0(7);0=o= ct). Scriem 
ecuaţiile parametrice se scriu sub forma: 

x—xy =e 4 cos); (x- x} =e 2% cos20; 

Y-Y = e “sin; (y =P y = e 2% sin?” 0; 

z-z =e%; (7-2) = e% 
Apoi se ridică la pătrat toate cele trei ecuaţii, primele două se 


aduna şi a treia se scade din acestea, rezultând ecuaţia: 
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CENI +y- y) -(z-z) =0. 
Ecuația obținută reprezintă un con pe care se înfăşoară elicea 
conică cu relațiile date. 
Componentele vectorului viteză sunt: 


-A6 e % cos0-6e “sin; 


v, =x 


V, = ý === 40 au sin 0+ Ô ga cosĝ; 


v, =2=-140e%, 
deci: 

v=ĝ E (Acos +sin0)i +(- Asin 0 +cos0)j-A k], 
iar modulul acesteia este 


|=? + 2 + 22 =e Si+. 


Componentele vectorului accelerație, ţinând sema că 0=@=ct, 


sunt: 
a, == 6 e %hasin0+ (7 -1)coso|; 
a, == 62 e W|-2acos0+(7? -1ine]; 
a 3-26 e”, 

deci: 


a = 62 e” asino-(- 2 + 1eosa]i +f 2acoso + (2 -1)sing| +22 K} 
iar modulul acesteia este 


a=0 e0 (æ RITA, 
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1.8. Bara AC de lungime egală cu / (7 > 2R) este articulată în A 
de manivela OA şi trece prin 
punctul fix B (fig. 1.8). Ştiind că 
manivela OA se roteşte faţă de O 
şi are legea spațiului unghiular 
Q =k t, se cer să se determine: a) 
viteza punctului C; b) acceleraţia 


punctului C; c) raza de curbură a 


traiectoriei punctului C. (fig. 1.8) 


Fig. 1.5 


Rezolvare: 
a) Coordonatele punctului C în raport cu sistemul de referință xOy 
sunt: 


x= R cos k+l sin: y= R sin kt- cos. 


Componentele pe axele sistemului de referință pentru viteza 
punctului C sunt: 


v zieken a 
2 2 


X 


v SEE ee 
d 2 2 


deci modulul vitezei este: 


: 1? . kt 
Palsy +v ue: Lea is 
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b) Componentele accelerației punctului în sistemul de referință 


xOy sunt: 


2 
a =ł=-Rk" wwa aul ca 
4 2 


kkt 
a, =y=—R k? sin kt+ 1 — cos—. 
4 2 
Mărimea accelerației punctului C este: 


2 
PNI parea = | Fist 


c) Raza de curbură pç se determină cu relaţia: 


z 
_ Yc 
PaSa 
dc 


Acceleraţia ac (acceleraţia tangenţială) este: 


kt 
7 —k R? l cos — 
agea efe -Risk )- - 2 4 
aja + asia 
4 2 
Rezultă că: 
kt 
2 R? P cos? — 
gak R-E sint- - 2 
| isr -Risin 
4 2 


şi în final 
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3 
(ar +7’ —4R1 sn“) 


2 


Pc 7 
dc 


G4R* +16R?° I? +1 -96R° 1 sin 2-12 P sin +36? P T 


1.9. Să se calculeze, în coordonate polare, în plan, expresia vxă 
şi să se deducă, cu ajutorul acesteia raza de curbură a traiectoriei. 


În particular să se ia unghiul polar 0 ca măsură a timpului. 


J | 27207+rrO-irO+r760 
Răspuns: e a 
R (+ 6”) 


1.10. Ecuațiile mişcării unui punct urmând o elice înfăşurată pe un 
tor, sunt: r= R=ct., p=ot; p=kt. Să se determine proiecția 
vitezei şi acceleraţiile punctului într-o poziţie situată într-un sistem 


de coordonate toroidale (o = ct., k = ct.). 


Răspuns: a, =-(a + R cos kt)cos(kt)-@ — R o”; 
a, = 2cos kt-R-@ —2Rsin kt-ok; 


a, = (a+ R cos kt)sin kr-o”. 
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1.11. Un punct material M se deplasează pe bara OA în mişcare 
uniformă pornind din O cu viteza v=0,2m/s. Bara OA de 
lungime egală cu Im se roteşte față de O după legea spațiului 
unghiular 0 = 0,47t . Se cer să se determine componentele vitezei şi 


accelerației punctului material ajuns în poziţia A. 


Răspuns: 
. ps . Pas 2 . Ps . 
v, =V; v= 0,47 vt; a, = —(0,47) vt; ap =0,87 v; 


4] =1272m/s; |a,|= 1657 m/s?. 


1.12. Calculaţi traiectoria 


unui punct M al unui sistem 


bielă-manivelă, viteza şi 


acceleraţia. Se dă: 


p=47 cl. Fig.1.12a 


Aplicație: n = / = 60cm, MB = zi, (fig. 1.12). 


Rezolvare: F = O4+ AM =F + AM; 


F =r cosgpi +r singj; AM = cospi -ŻI sing]: 
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= 2 T 2 . ý 
r [n rar )eosei “n ine j. 


Ecuațiile parametrice de mişcare ae punctului M vor fi: 


2 LAE 
x= GE coso ; y= pe sin Q: 


de unde prin eliminarea parametrului variabil ọ rezultă ecuația 


traiectoriei: 


2 2 
X Y 


2 zt 2y 
+ rar) + -21 
3 3 
2 2 


Înlocuind valorile rezultă: = 7t EA 
100° 20 


sistemul de coordonate Oxy cu semiaxele 100 şi 20 cm (fig.1.12.b). 


=] deci o elipsa raportată la 


TRAIECTORIA PUNCTULUIA 
i TRAIECTORIA PUNCTULUI M 


Et 
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Viteza se determină prin derivarea vectorului de poziţie în raport 


cu timpul: 
l DE ENI . PAR NR 
nars: Gr sing ; v,=y= Naa pcos g: 
i dp i 
Știind că Pe TRR = 0 viteza devine: 


v, = s= 4a(n rain ID A = yo an 2 eose: 


iar modulul vitezei este: 


4 


Acceleraţia se determină derivând vectorul viteză în raport cu 


timpul: 


i Dia R Da e 
LR [ls sin p-— dar) p coso ; 
2 
3 


j A Dia 
a, ==- IJøcosø-[n -21 )ø sin Q. 


1.13. Să se determine ecuația analitică a traiectoriei, viteza şi 
acceleraţia unui punct al unei drepte care se rostogoleşte, fără 


alunecare, pe un cerc de rază R (fig. 1.13.a) (evolventa cercului). 
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Rezolvare: Se alege ca parametru cinematic unghiul 0 făcut de 
raza OT cu verticala. Avem: TM = arcAT = RO. 
7 = OT + TM = (Rsin 0i + Rcos0 j)+(—ROcos0i + ROsin0 ])= 
= R(sin 0 -0 cos) i + R(cos0+0sin0)j. 
Ecuațiile parametrice ale evolventei sunt deci: 

x = R(sin 0-— 0 cos 0) 

y = R(cos0+0sin0) 


Fig.1.13.a. Evolventa cercului 


Componentele vitezei vor fi: 
v, = = RO(cos 0 — cos0 + Osin 0) = ROOsin 0 
v, = ġ = ROC sin 0+ sin 0+ 0cos0) = ROOcos0 ` 


iar viteza se obține din relaţia: 
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v =% +y’ = (RO00) 
de unde: 
v = ROG 
Acceleraţia va fi dată de: 
a, = ï= ROOsin 0+ RO sin 0+ ROG? cos? 
a, = 3 = ROOcos0+ RO" cos0— R00' sin 


cu valoare dată de: 
a” = R"(0'0+0" +610 +4060”). 


Lungimea arcului de evolventă este: 


s= [vat -Rf oàn = rf aio n“ 
0 0 


Fig.1.13.b. Proprietățile evolventei 


(am presupus 0 > 0). Unghiul făcut de vectorul viteză cu verticala 


este dat de: 
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tgp = Va] = tg0 , 
V 
y 
de unde: 
B=0. 
Rezultă: 


- viteza este perpendiculară pe TM (paralelă cu OT) (avem 
5 TM =0); 
- are valoarea o: TM , unde am notat Ô = œ: 
v=|ROĂ=0-RO=o-TM 
Punctul M de pe dreaptă se comportă dpdv al vitezei (instantaneu) 
ca şi cum ar avea o mişcare circulară pe un cerc de raza TM cu 
centrul în T, cu viteza unghiulară o . Dacă 0=o=ct, atunci: 

a, = RO” (sin 0+ 0cos0) 

a, = RO" (cos0-—0sin0) 

a =a; +a, = (ROP(1+ 02) 
de unde: 


a = (RODNL+ 07 = -OM . 


1.14. Să se determine traiectoria, viteza şi acceleraţia unui punct de 
pe periferia unei roţi de rază R care se rostogolește fără alunecare 


pe planul orizontal (fig.1.14.a). 
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Rezolvare: Luăm ca parametru variabil unghiul 0. Vectorul de 
poziţie al punctului M de pe periferia roții, după ce aceasta s-a 


rostogolit cu unghiul 8, este dat de relaţia: 


7 = OM = 04+ AC+CM =ROî+R j-RsinQi —Rcos0 j 
cu componentele: 

x = R(0—sin 0) 

y = R(l-—cos0) 


care reprezintă ecuaţiile parametrice ale cicloidei (parametrul fiind 


unghiul 0). Viteza va fi dată de relaţiile: 
v, = x = RO(-cos0) 
v, =)= ROsin0 


Cerc mobil 


Mişcarea — rostogolire fără alunecare 


Fig. 1.14.a. Cicloida 


cu valoarea: 
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v? =x +b =(R0)'(1-2cos0+ cos? 0 +sin? 0)= 


= 2(R0)'(l—cos0)=4(R0) sin? ” 


v=2R 


>. 0 E to sp arată 
dili Valoarea maximă a vitezei se obține pentru 


0/2=7/2 deci 0=. 


Fig.1.14.b. Graficul valorii vitezei 


Componentele accelerației punctului sunt date de relaţiile: 
a, = = RO(L-cos0)+ RÖ’ sin 
a, = 3 = ROsin0+ RÖ’ cos? 
iar valoarea de: 
a” =(R0)(1—2cos0+ cos? 0 +sin” 0)+ 
+ (RÈ (sin? 0+ cos? 0) + 2R00? sin O(1 — cos + cos0) 


a = 2(R0)(|-cos0)+(R0) + 2R200 sin 0 


= 4R°Ö’ sin? = aR sin + R20 
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de unde: 


a = R.]460? in +280” sin 0+0* 
Lungimea arcului de cicloidă este: 
gs fas = f X + dt =| vdt = 


2Rfsin dur = 2R]sin ode = 4R(-— cos”) 
0 0 


s =8Rsin2 4 
2 


La o rostogolire completă a cercului spaţiul parcurs de punctul 


material este: 
L =8Rsin? “Z =8R ; 


Unghiul făcut de viteză cu orizontala este: 


Deta ouale 
v j sin 0 5 » 0 0 
E gg tea A E, 
vă COS 2sin” > 


m 0 
deci: p = a 
(pentru 0e[0;27]) cu excepția cazului când sin0/2=0, 
0/2=kr, 0=2kr. În acest caz: x= R0(1-1)=0; p=0, deci 
v=0. În punctele 0=2k7 unghiul făcut de viteză cu orizontala 


prezintă discontinuitate: 


22 


CINEMATICĂ şi DINAMICĂ 


0 IT 
0-a 2 ’ 


0<2 7 
0 T 
2p, lim ciez o; Pa 7’ 
027 
Graficul unghiului de 


înclinare a vitezei în 


funcție de unghiul de 


3a 


rostogolire 0 este dat 


în fig. 1.14.c. În cazul 


în care considerăm că LARET: 

roata se rostogoleşte cu 

viteză constantă G=ct=o atunci Ý şi d au următoarele 
proprietăţi: 

a) vectorul v este perpendicular pe AM şi egal în modul cu 
B=71/2-—(17-—0)/2= 
= 0/2 


œ- AM . Într-adevăr AM = 2Rsin(0/2) şi 
atunci (fig.1.14.d): 

Papi 2 e Ta ze > 3 => i 0 0- a 3 0 = 
v- AM =[R0(1 -cos 0)i a OUL esa C03 3 e + 2R sin R 


= RỌ’ [-(1 -cos 8) sin oos + sin sin” = = 0 


y= 2Rosint = AM -œ 
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Rezultă că punctul 


M de pe periferia 


roții se comportă 
d.p.d.v. al vitezei ca 


şi cum discul s-ar 


roti cu viteza 


unghiulară œ în 
jurul punctului A Fig.1.14.d. Interpretarea geometrică a 
(viteza unghiulară œ mişcării pe o cicloidă 


defineşte variaţia în timp a unghiului 0) (fig.1.14.d). 


b) Vectorul â are direcţia razei MC şi este egal cu œ MC: 
a, = = RO sin 0 = Ro sin; 
a, = = RO cos0= Ræ’ cos 
MC = RsinQiî + Rcos0 ] 
deci: 
d =ai +a,j = (Rsin0i + Rcosð j)= MC. 
Punctul M de pe periferia roții se comportă, d.p.d.v. al accelerației 
ca şi cum s-ar mişca pe periferia cercului de rază R, cu viteză 


constantă (fig.1.14.d). Dacă punctul material se găseşte în 


interiorul unui cerc care se rostogoleste se obține cicloida scurtată 
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(fig.1.14.e) şi dacă se găseşte pe exteriorul lui, facând corp comun 


cu cercul se obține cicloida alungită (fig.1.14.f). 


Fig.1.14f 


1.15. a) Să se determine traiectoria, viteza şi acceleraţia unui punct 
al unui cerc mobil ce se rostogoleşte pe exteriorul unui cerc fix 


(epicicloida). 
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b) Să se determine traiectoria, viteza şi acceleraţia unui punct al 
unui cerc mobil ce se rostogoleşte pe interiorul unui cerc fix 


(hipocicloida) (fig.1.15.a). 


Fig.1.15.a. Epicicloida şi hipocicloida 


Rezolvare: a) Dacă un cerc mobil derază r se rostogolește peste un 
cerc fix de rază R avem AT=TM, deci RO=ra. Ecuațiile 


parametrice ale traiectoriei sunt: 


x =(R+r)sin0-—rsin(0+a)= (pista = psiă le) 
r 


y =(R+r)cos0 -—rcos(0+a)=(R PR T EE, 
r 


Prin derivări succesive se obțin expresiile vitezei şi accelerației. 


Pentru viteză avem relațiile: 


v ză =r(U+ K leos 0 — cos( 1 + o] 
r r 
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v, =ġ=r(l+ "9 sin 8 + sin(1 + 0] . 
r r 


Lungimea arcului de epicicloidă se obține, prin calcul, Z =8(R +r). 


b) Dacă cercul mobil de rază r se rostogoleşte în interiorul 
cercului de rază R avem, din egalitatea AT=TM, RO=ra, iar 


ecuațiile parametrice ale traiectoriei sunt: 


x =(R-—r)sinO—rsin(—-0+0)=(R-—r)sinO-—rsinO(-l E 
r 


y=(R-r)cos+rcos(—0+a)=(R-r)cosð +rcosĝ(-1 5) 
r 
de unde, prin derivări, se obțin viteza şi accelerația: 


v =ž= nele io 0 — cos( —1 + 9] 
r r 


X 


v=} =r- Apiai 0 —sin(—1+ 2g 
r r 


Lungimea arcului de hipocicloidă, la o rotație completă, este: 


l=8(R-r). 


Fig.1.15.b. Epicicloida şi hipocicloida pentru cazul R/r=2 
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5 3 


[=] 


5 
5 0 5 


6 
4 


2 


$ 4 2 0 2 4 6 


Fig.1.15.d. Epicicloida şi hipocicloida pentru cazul R/r=4 


5 
4 
3 
2 
1 
[i] 
Ai. 
2 
3 
-4 
5 


5 (o 5 


Fig.1.15.e. Epicicloida şi hipocicloida pentru cazul R/r=5 
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În fig.1.15.b-e sunt reprezentate epicicloide şi hipocicloide 


pentru diferite valori ale raportului R/r. 


aL Cerc mobil 


1.16. Să considerăm un 
cerc mobil care se 
rostogoleşte pe un cerc fix 
de aceeaşi rază R (fig.1.16). 
Să se determine traiectoria, 


viteza şi acceleraţia unui 


punct de pe cercul mobil. 


Vom exprima vectorul de 


Dope potul MAI Fig.1.16. Mişcarea pe cardioidă 


; = OM =04+ AB + BM = 
= Ri + 2R(ocosi +sin0 j)+(Rcos20i — Rsin20 j) = 
= (R—2Rcos0+ Rcos20)i + (2Rsin 0 — Rsin20) j 

S-a folosit observaţia că ABMO este trapez isocel. Rezultă: 


x = R—2Rcos0+ Rcos20; y = 2Rsin 0 -— Rsin20 ; 


r? =x +y =2R"(3—4—cos0+cos20) = 4R"(l- cos); 
r = 2R(|- cos 0) = 2R(1+ cosa) =4Rcos S l 


adică ecuația cardioidei. Componentele vitezei vor fi: 


š = 2RO(sin 0 -sin 20); 
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ý = 2RO(cos 0 —cos20) 


iar valoarea: 


v? = 4R20?(1— cos 0) = 16R20? sin? f 


v=4R : 


EN a 
2 


a+0=x; d=-6, 
iar componentele accelerației: 
ï = 2RO(sin 0 -sin 20) + 2R07(cos0 —2cos20), 


3; =2RÖ(cosð —cos20)+ 2R60*(-sin 0 + 2sin 20) 


1.17. Să se determine viteza şi acceleraţia unui punct care se mișcă 


pe o elice cilindrică (fig.1.17.a). 


Rezolvare: Ecuațiile parametrice ale elicei cilindrice cu pas 


constant sunt: 


x = Rcos 0; 
y = Rsin 6; 
z= ROIga 


Prin derivare se obţin componentele vitezei şi accelerației: 
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a, = ă = —ROsin 0 — RO” cos; 
a, = ï = ROcos0-— RO? sin 0; 


de unde: 


v= ty H+ (Rol se 's?a)= 


= R2602/ cos? a 


V= RIO) cosa. 


a? = RÖ + RO + R'0't9'a= 
= R? (Ë? / cosa +6") 
a = R A(Ë / co? a +6") 


Fig.1.17.b 


Lungimea arcului de elice este dată de relația: 
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s = |ds = [vdt = 


cosa y 


1.18. Să se determine mişcarea unui punct material pe o elice 


cilindrică utilizând coordonatele polare. 


Rezolvare: Vectorul de poziţie se poate scrie (vezi fig.1.17.a): 
F=R-6,+ROWga:k . 

Aşadar viteza şi acceleraţia rezultă, prin derivări succesive: 
V= ROG, +2k = ROG, + Etga) 
ă = —RO6, + ROG, + RÖtgak. 


1.19. Să se determine raza de curbură a cicloidei, evolventei, elicei 


cilindrice şi cardioidei. 


2 


Rezolvare: Se va folosi relația p = - şi se va considera 


e a 
Ô =ct (întrucât raza de curbură nu trebuie să depindă de timp). Se 
obține: 


1) pentru cicloidă: 
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Sipote see eos: a=R6,; 
2 2 
16R'6'sin' È 9 
pi H R 


R20* —4R20* cos? £ 


11) pentru evolventă 


v= Rl]; v=R6; a =ROU+8) ; 
4 04 A4 
pi aia BP ; 
R(0'+00-0) 
p=RO. 
iii) pentru elicea cilindrică: 
v= Rg ; V=0; a=R6. 
cosg 
> R 
cos? a | 


iv) pentru cardioidă: 
3 = 2R07(cos0 —2cos20); j; = 2R07(-sin 0 +2sin20); 
a? =4R0"(1+4—4cos0) = 4R70?(5 —4cos0) ; 
v=2R0 e i 
2 
256R%6 sint € 
2 2 


PA a e a a a ES 
4R°0* (5 — 4cos 0) — 4R° 0*4 cos? = 
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G4R' sin 4 64R” sin“ d 64R° sin” 4 
4(1— cos 0) + sin? 4 $sin? — + sin? 0 9 
2 2 2 
8.. 0 
=— Rsin—. 
ci 3 2 


1.20. Să de determine viteza şi acceleraţia unui punct aflat în 


mişcare circulară utilizând coordonatele carteziene (fig.1.20). 


Fig.1.20 


Rezolvare: Coordonatele carteziene ale punctului material aflat în 
mişcare pe cerc sunt: 

x = Rcos0; y= Rsin0, 
de unde, prin derivare, se obţine succesiv: 


š =— ROsin0;  y =ROcos0; 
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3 =— ROsin0-R6?cos; ý= Răcos- RÖ” sinð, 
cu v =R O >v= RO şi a° = RÖ? + 6"). 
Dacă 0= ct, mişcarea se numeşte mişcare circulară uniformă. 
Notând 0=a, rezultă 0=at+0,. Dacă Ö> 0 mişcarea este 


uniform accelerată, iar dacă 0< 0 mişcarea este uniform întârziată. 


2 
Notând 6 = O, ŞI = e se obţine legea spaţiului 0 = — +ot+0). 


1.21. Să de determine viteza şi acceleraţia unui punct aflat în 


mişcare circulară utilizând coordonatele polare (fig.1.21). 


Rezolvare: În coordonate polare (fig.1.21) se scrie: 


F=R-8; V=ROG; v=R6; 


āä=-R® ë + RÖ; a=RNO'+0* 


cu componentele: a, = RẸ’; a, =R6. 

1.22. Să de determine viteza şi acceleraţia unui punct aflat în 
mişcare circulară utilizând coordonatele naturale (fig. 1.22). 
Rezolvare: În coordonate naturale (fig.1.22) avem: 
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a, =ï = RO;a, = RẸ’; 
p 
ă = ROT + ROV 
sapa = RÖ Öö 
a RÈ O Fig.1.22 


1.23. Să se determine viteza cu care se mişcă corpul B dacă corpul 


A se mişcă cu viteza constantă u. 


. | 


Fig.1.23 
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CAPITOLUL II 
CINEMATICA RIGIDULUI 


2.1. Toba de cablu a unei maşini de ridicat, ca în figura 2.1, este antrenată 
printr-un mecanism "melc-roată melcată”. Cunoscând œ, = 20rad/ s, nr =3, 
Z> = 60, R = 0,25m, să se determine viteza greutăţii Q, precum şi sensul 


filetului şurubului pentru ca greutatea să urce. 


Fig.2.1 


Rezolvare: Analizând sensurile vitezelor unghiulare ale melcului şi 


respectiv cel al roții melcate (impus de coborârea greutăţii Q), se constată 


a zi A „H (42) 
că filetul trebuie să fie pe stânga. Se cunoaşte că S = unde ø este 
Z) O 
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viteza unghiulară a roții  melcate. După  înlocuiri se obține 


O = Z= = lrad / s. Viteza greutății Q va fi: 


Vo = @- R =1-0,25 = 0,25m/ s. 


2.2. Să se determine raportul de transmitere al reductorului planetar din 


figura 2.2. Se cunosc razele roților, respectiv numerele de dinţi. 


Rezolvare: Se observă că mişcarea satelitului 2 este plană şi că centrul său 
instantaneu de rotație I, se află în punctul de tangenţă al cercului de rulare 
al satelitului cu cercul de rulare al coroanei fixe 4. Se desenează apoi 
distribuția de viteze pe roata centrală 1 şi pe satelitul 2. Plecând de la 
distribuția de viteze pe satelit, rezultă că viteza puntului B este egală cu 


jumătate din viteza punctului A. 


Fig.2.2 
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Atunci există următoarele relaţii: 


Va =@:R;v; =0,:1,A=0,:2R,; 


În baza acestor relaţii raportul de transmitere devine: 


(am 

_0, UR +R) 2 2 )_ 22, +22) 

o, p R, p mZ E Zi 
2 


unde m reprezintă modulul roților dinţate, astfel că diametrul cercului de 


rulare este D = mz, iar raza acestuia este R=mz/2. 


2.3. Pentru mecanismul diferențial al unui automobil care parcurge un 
viraj, să se determine: a) viteza unghiulară instantanee a satelitului în 
raport cu caroseria automobilului; b) acceleraţia unghiulară a satelitului în 
raport cu acelaşi reper. Se cunosc: viteza automobilului v = 36 km /h=10m 
/S; raza virajului R=10m; ecartamentul automobilului B=1,5m; raza roții rg 
=0,25m; raportul între raza medie a pinionului planetar şi a satelitului 


R ,:R=2:1,figura 2.3,a. 


Rezolvare: 
Se calculează mai întâi vitezele unghiulare de rotație proprie a roților, (fig. 


2.3,b). 
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1 DJ 1 1 
o, == —2y= DEUO geide 
ry y R 0,25 10 
R=- 
1 1 10- 
a Da aia 19041310 = 37rad 15. 


V = 
Yy n R 0,25 10 


Fig.2.3. 


Având în vedere că vitezele periferice ale punctelor de pe cercurile medii 


ale planetarelor sunt proporționale cu vitezele unghiulare o, şi respectiv 
@ 2» se găsesc uşor(fig.2.16,b) că viteza de rotație a centrului satelitului în 


jurul axei punţii motoare este media vitezelor punctelor A, şi Bū, 
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Ve3=(VArtVg2) / 2, ceea ce conduce la viteza unghilară a coroanei 4, 


Opta 43+37 


@, 2 


= 40rad / s. 


Se poate observa că satelitul are o mişcare de precisie regulată, compusă 


Fig.2.3.c 


dintr-o mişcare de precesie odată cu coroana 4, în jurul axei Oz, şi o rotație 


proprie, în jurul axei Oz, față de coroană. Vom avea deci: 


Ö; = Öp, FD = Ö, + Os în care viteza unghiularăde rotație a satelitului 
în jurul axei proprii, ©,, se va găsi din distribuția de viteze reprezentată în 
figura 2.16,b ca fiind: 

VaVe _ R Op -R øp = R, Oa ya 


2R 2R R 2 


S S S 


O = D aE 
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În reperul solidar cu Oxyz, vectorul viteză unghiulară instantanee se va 
scrie: 
©, = —40j — 6krad l s, 
în timp ce viteza unghilară de precesie va fi desigur &,, = —40 jrad / s. 


Rezultă acum, aceelerația unghiulară a satelitului: 


E, = Ö, + sa = (40 j) x (6k) = 240 rad / s?. 


2.4. Placa din figura 2.4 se mişcă în planul x;Oıyı. Cunoscând că 
v3 =80rad / s, v} =200mm/s şi v =—40mm/ s, să se determine: 

a) viteza unghiulară a plăcii; 

b) vitezele punctelor O,A şi B; 


c) coordonatele centrului instantaneu de rotație. 


Rezolvare: 
a, b) Se scriu mai întâi relațiile i 
de distribuție Euler: 
T e = 
Va = Yo +ØxOA; CI 
Vg = Vo +Øx OB; 
care vor genera patru ecuații 


scalare: 


120 


vu =v) +1200; 


YY i 
va =v +1200; 


4 


va =v) — 1200; 


Vp =v} +2400. 


Soluțiile sistemului de ecuații sunt: 


v = 440mm/ s; 
vu = —160mm/s; 


v = 320mm/ s. 
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= —2rad / s; 


Acum se pot scrie vectorii viteză căutaţi astfel: 


V, = 80i +440jmm/s; 
5, = —160i +200jmm/s; 


Vp = 320i —40jmm/s. 


c) Coordonatele centrului instantaneu de rotaţie în reperul mobil vor fi: 


2.5. Un con circular drept de 
înălțime h şi rază r se 
rostogoleşte fără alunecare pe 
un plan, având vârful fixat în 
punctul O  (fig.2.5). Să se 
calculeze viteza unghiulară a 


conului, când viteza centrului 
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= —40mm. 
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cercului de bază al conului este cunoscută şi constantă (vc=ct.). 


Rezolvare: Fie ©, viteza unghiulară de rotogolire a conului pe planul 
orizontal şi © viteza unghuilară în jurul axei conului. Vectorul viteză 
unghiulară rezultant va fi: 

d =Ö,+Ö, 

Ö =-a cosalcos8i +sin0])+ (o, - o sina) 
Viteza centrului bazei conului este: 

dc = 0y-k x OC unde OC = hcosa(cos8i +sin6 j)+ hsina k. 
Înlocuind se obţine: 

ic = hay cosa(cos i —sin 8] ) cu modulul Ñ, = ho, cosa. 


hcosa h? 


De aici rezultă viteza unghiulară © = 


Cum conul se rostogoleşte fără alunecare, OI este axă instantanee de 


rotație deci v=0. 


i j k 
aa S h 
V = 0x01 = O, ©, 0,|= 
cos & | 
cos0 sin? 0 


= o, sin Qi +æ, cos0j + (- @, cosh +o, sin O =0. 
Se obţine deci: o, = 0 = @ -o sina şi o, = @,tg0. Rezultă: 


o, Vg r? +h? 
@ = : = ; Se aa 
sing hsin acosa hr 
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2.6. Se consideră mecanismul din figura a, la care manivela OA se roteşte 
cu viteza unghiulară @ = 2s”). Să se determine vitezele punctelor A, B şi 


C, de asemenea vitezele unghiulare ale elementelor mecanismului. Se 


cunosc: OA=40cm; AB=80cm; BC=25cm; r =15cm. 


Rezolvare: Viteza punctului A este va=o:O0A=80cm/s. 
Centrul instantaneu de rotație al biele AB se determină ridicând 
perpendiculare pe suporții vectorilor viteză V4 şi vg, la intersecția lor 
găsindu-se punctul I, căutat, fig b. 

Viteza unghiulară instantanee Q, a bielei AB se calculează cu 


Pa. 


relația: O, = Ti 
2 


Din considerente geometrice rezultă: 


_ AK NAB -AD 
cos 30° cos30° 


iar: AD=OA sin 30°=20cm => AK=77,5cm. 


LA 
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E a 89,6cm; Q, = Lae 0,893rad / s. 
0,866 89,6 


Calculând viteza punctului B în raport cu I» se obține: 


vB=QLB, unde DB=(OA+LA)sin30%=64,8cm 


astfel că rezultă: 
vVB=0,893:64,8=57,957,9cm/s. 
Centrul instantaneu al roții se găseşte în Iı, iar viteza unghiulară 
instantanee este: 
57,9 


Q, = 21,8 =r=15cm > Q = 
IB 15 


= 3,86rad / s. 


Viteza punctului C va fi: 
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ve =Q} ICC NB? + BC? —21,B- BC cos120? = 35cm, 
deci vc=3,86:35=135cm/s. 


2.7. Presa din figură este dotată cu un şurub “diferenţial”; cele două filete 
au sensuri inverse şi pasul h,, respective h».Unghiul glisierei este a. Să se 


afle viteza glisierei, dacă mânerul face n rotații pe minut. 


Fig.2.7 


h + h 


Răspuns: v = i 2 -n-ctga 
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2.8. Un automobil se mişcă spre dreapta cu o viteză constantă de 50km/h. 
Determinaţi vitezele punctelor A, B şi C de pe periferia roții, dacă rularea 


este perfectă (fără alunecare), fig.2.8. 


Răspuns: v, = 27,77m! s; 
Vp =19,64m/ s; 
ve =26,83m/s 


Fig.2.8 


2.9. Roata din figura 2.9 rulează fără alunecare pe un plan orizontal, 
descriind un cerc de rază R şi făcând o rotație completă în jurul axei Oz;, 


cu o viteză constantă într-un timp t. Determinați: a)vectorul accelerație 


48 


CINEMATICĂ şi DINAMICĂ 


unghiulară £; b) viteza şi acceleraţia punctului A; c) ecuaţiile conurilor lui 


Poinsot. 


Fig.2.9 


2 
Conul polodic (axoida mobilă): x° + y? — (=) z’ =0; 
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R 2 
Conul herpolodic (axoida fixă): x yu -(2) z =0. 


2.10. În mecanismul diferențial cu satelit din figura 2.10 roțile planetare 1 
şi 4 se rotesc în acelaşi sens, cu vitezele unghiulare a, =15rad/s.şi 
@, = 30rad / s. Să se determine: a) viteza unghiulară a satelitului dublu 2- 
2’; b) viteza unghiulară a brațului port-satelit 3; c) accelerația unghiulară a 


satelitului dublu 2-2’. 


Fig.2.10 


Răspuns: a) ©, = 20} -7,5krad / s; 


b) ©, = 20jrad l s; 
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c) £, =—150irad/s*; 


2.11. Un excentric executat sub forma unui disc de rază r, se roteşte în 
jurul unui ax ce trece prin O după legea ø=ọ(t). Excentricul pune în 
mişcare tija AB, a cărei axă trece prin punctul O. Să se determine viteza 
punctului B dacă excentricitatea OC=e, iar la momentul iniţial 


p=0(fig.2.11). 


e” coso 
Răspuns: Y =|| €- eT Sine |. 
r° —e“ sino 


Culegere de probleme 


2.12. Sfera 1 de rază p=0,lm a unui variator cu fricțiune (fig.2.12) este 


Fig.2.12 


pusă în mişcare de rotație de rola 2 de rază r»=0,05m, fixată pe acelaşi ax 
cu roata dinţată conică 3 de rază r;=0,08m. Roata 3 este antrenată de roata 
conducătoare 1 ce se roteşte după legea pa(0)=0-2t rad. Considerându-se că 
rola 2 nu alunecă pe sfera 4, să se determine: a)acceleraţia punctului M 
situate pe sfera 1, la timpul t=lsec după începerea mişcării; byviteza 
unghiulară şi acceleraţia unghiulară a sferei dacă a=30°, B=60”, iar la 


momentul inițial ¢4=0, r4=0,06m. 


Răspuns: a) a4=0,13m/s?; b) 01=0; e;=1,5rad/s?. 
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2.13. O bara de lungime 2L se mişcă astfel încât capătul A glisează pe axa 
Ox, cu viteza constantă v, iar B pe axa Oy. Să se determine viteza 


unghiulară şi accelerația unghiulară a barei, viteza şi acceleraţia punctului 


t 


ROSTOGOLITOARE 


Fig.2.13.a Fig.2.13.b 


B şi centroidele barei (baza şi rostogolitoarea) (Problema lui Cardan) 


(fig.2.13.a). 


Rezolvare: 
1) Soluție analitică. Componentele vitezei pe axele sistemului de referință 
mobil sunt: v,, = vcosĝ; v,, =—vsinð iar o= Ê. Viteza punctului B este 


dată de relația: 
o . > : 3 
Vs =p + Ox AB = (p-2L&cosâ)i —2L0Osin 0), 


— 
deoarece: AB =-—2Lsina i, + 2Lcosa jı 
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Condiţia ca viteza punctului B să fie orientată după axa Oy dă: 


0=o= . Prin derivare se obţine acceleraţia unghiulară a barei: 
2L cos 
Fls 
= = sin 0 0= ALR 
2Lcos” 0 4L cos 0 


A 5 v = 
Vp =—2LOsin 0], = -2L ———— sin 0 = -vtg0 j 
5 Jı 2L cos su 


> ma 
dp =ä] +E x AB- ø AB= 


=0+ că, x(2LsinQi + 2Lcos0 j,)-07(-2Lsini + 2Lcos0 j, )= 
= (- 2Lecos6+2Lo? sin oy, -(2Lesinĝ+2L@° cos0)], = 

| j se roa 
=- QLesin 0+ 2Lo“ cos0)j, og 


Coordonatele C.I.R. în raport cu sistemul mobil de coordonate vor fi: 


? ; 
=- Dir e. vsin =2Lcos sin 6 = Lsin 26; 
O y 
2L cos 
p=" = ăia = 2Lcos26 = (1460520) 
O v 2 
2L cos 


Eliminând parametrul 0 între cele două relaţii ţinând seama de expresia: 
cos” 20 + sin” 20 = 1 se obţine ecuaţia rostogolitoarei: 

E + n) =P, 
adică ecuaţia unui cerc cu centrul în centrul barei şi cu raza egală cu 


jumătate din lungimea barei. Coordonatele C.I.R. în raport cu sistemul de 


referință fix vor fi date de: 
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é = 2Lsin0+5&cos0-—nsin0 = 2Lsin6; 

n = &sin0+pcos0=2Lcos. 
Se elimină 0 prin ridicare la pătrat şi adunare şi se obține ecuaţia bazei sub 
forma: 

& +N =AL, 
adica un cerc de raza 2L şi cu centrul în originea O4. În timpul mişcării 


cercul mobil se rostogoleşte fără alunecare pe cercul fix (fig.2.13.b). 


ii) Soluție semianalitică. Ducând perpendicularele pe vectorii viteză în 
punctele A şi B se obţine punctul I. Coordonatele acestuia în sistemul fix 
de referință sunt: & = 2Lsin0; ņ =2Lcos0. Dacă se proiectează I pe 
axele sistemului mobil de coordonate se obține: 

E = Al'= IAsin 0 = 2Lsin Ocos0; n = AI"= IAcos0 = 2Lcos” 0, 
adică rezultatele obţinute la punctul 1). 


Ținând seama că v, =v=o1I4= a: 2Lcos se obține viteza unghiulară o. 


iii) Soluţia geometrică. În cazul construcţiei de la punctul ii), figura OAIB 
este un dreptunghi. Faţă de bara unghiul I este întotdeauna drept. Punctul I 
se va afla atunci pe cercul circumscris dreptunghiului de diametru AB = 
2L. Distanţa OI = AB = ct. ca diagonale ale dreptunghiului şi atunci faţă 
de sistemul de referinţă fix punctul I se mişca pe cercul de rază egală cu 


OI = 2L şi cu centrul în O}. 


55 


Culegere de probleme 


2.14. Să se determine baza şi rostogolitoarea pentru biela din mecanismul 


bielă-manivelă (fig. 2.14.a). 


Rezolvare: Ecuațiile parametrice ale bazei sunt: 


x, = ÁC = xo =rcosa +lcos p =rcosa += (r/D? sin a 
y, = IC = xetga 
Dacă ținem seama de relațiile: 
Al =x ,/cosæa ; BI=Al-r 
se obțin şi ecuațiile parametrice ale rostogolitoarei: 
x= BI cos(a + p) ; 
y= BI sin(a + p) . 
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Prezentăm secvenţa MATLAB care realizează construcția grafică a bazei şi 


rostogolitoarei. 


% r raza manivelei; 


% l lungimea bielei; 0.8 

% al (alfa) unghiul variabil de 06 

rotatiei al manivelei; n 

% be (beta) unghiul facut de 

biela cu orizontala i 

r*sin(al)=l*sin(be); z 

% date de intrare: -0.2 

A “42 0 0.2 0.4 0.6 
r=0.1;1=0.3; lam5r/l; 

o Fig.2.14.b. Baza şi rostogolitoarea 


pentru bielă 
% Constructia parametrica a 


bazei si rostogolitoarei 
% 
for 1=1:1:100; 
al=(1-30)*p'/180; 
bet(i)>asin(lam*sin(al));be=bet(1); 
% 
% Calculul distantei pistonului fata de origine d(1), a coordonatelor 
% CIR in sistemul fix x1(1), y1(1), a coordonatelor CIR in sistemul 
% mobil de coordonate x(1), y(i) si reprezentarea lui x(1) si y(1) in 


% sistemul fix de coordonate pentru o pozitie a mecanismului 
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% determinata de unghiul alfa=pi/6; 

% 

d(1)>r*cos(al)+l*cos(be); x 1(1)=d(); y1(0)=x1()*sin(al)/cos(al); 

Bl=x1(1)/cos(al)-r; 

x(1)>BI*cos(al+be); y(1)>=BI*sin(al+be); 

beO=asin(lam*sin(pi/6); 

xf()=r* cos(p1/6)+x(1)*cos(-be0)-y(1)*sin(-be0); 

yf()=r*sin(p1/6)+x(1)*sin(-be0)+y(1)*cos(-be0); 

end 

% 

% reprezentarea grafica a bazei si rostogolitoarei 

% 

hold off 

plot(x1,y1); hold on; plot(xf.yf); 

% 

% Reprezentarea mecanismului pentru alfa=p1/6; 

% 

for 1=1:1:21; 
xm(1)=r/20*%(1-1)%*cos(p'/6);ym(1)>r/20*(1-1)*sin(p1/6); 
xb(1)=r*cos(p1/6)+1/20*(1-1)*cos(be0);yb(i)=r*sin(p1/6)-1/20*(- 

1)*sin(be0); 

end 

plot(xm.ym);plot(xb,yb); 

ax1s([-0.2 0.6 -0.4 1]) 
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2.15. a) Locul geometric al punctelor pentru care viteza şi accelerația sunt 
doi vectori colineari este un cerc numit cercul inflexiunilor. 

b) Locul geometric al punctelor pentru care viteza şi acceleraţia sunt doi 
vectori perpendiculari este un cerc numit cercul de rebrusment. (Cercurile 


lui Bresse) 


Rezolvare: Se demonstrează cele două proprietăţi în felul următor: 


Expresia vitezei unui punct este: 


V=V+OxT, 


iar a accelerației: 


d=ă +Exr-o7. 
Condiţia ca vectorii viteză şi accelerație să fie colineari revine la a pune 
condiția: d xý =0, iar condiția ca cei doi vectori să fie perpendiculari 
revine la: 4.v =0. 


Efectuând calculele se obține, în ambele cazuri, ecuaţia unui cerc. 


2.16. O bară de lungime 2L se mişcă într-o cavitate cilindrică cu viteza 
capătului sprijinit constantă vy=v,. Să se determine baza şi 


rostogolitoarea barei şi viteza unghiulară şi accelerația unghiulară. Să se 


determine viteza şi accelerația punctului B. 
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ROSTOGOLITOAREA / E] 


Fig.2.16 


Rezolvare: Centrul instantaneu de rotație I se află la intersecția 
perpendicularelor pe direcția vitezelor în punctele corespondente. Viteza 
punctului de pe bară, care vine în contact cu punctul fix B este în lungul 
barei. 

Triunghiul dreptunghic ABI este inscriptibil într-un cerc al cărui diametru 
este O;I=0;A=0;B=R, cu centrul în O;. Ţinând seama de aceste relații, se 
stabileşte că baza este un cerc cu centrul în O, şi raza R. Mai departe 
distanța AI este egală, în orice poziție, cu diametrul cercului de sprijin 2R. 
Deci distanța 4/=2R iar rostogolitoarea este tot un cerc centrul în A şi raza 
2R. 

Pentru determinarea analitică a centroidelor, se alege sistemul de 
coordonate fix O;xıy;, sistemul de coordonate mobil (solidar legat de bară) 
Oxy şi unghiul 0 ca parametru variabil în timp. 


Ecuațiile parametrice ale bazei sunt: 
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x, = IO, cos20 = Rcos20 
[i = JO sin 20 = Rsin 20 
de unde eliminând parametral 0 se obține ecuaţia bazei 
xi +y =R?, 
adică un cerc cu centrul în O şi rază R. 
Ecuațiile parametrice ale rostogolitoarei sunt: 
x = AB = 2Rcos0 
F = AC = 2Rsin 0 
Ehminând parametrul O se obţine ecuaţia rostogolitoarei 
x +y? =4R? 
adică un cerc cu centrul în O şi raza 2R. 
Pentru determinarea vitezei unghiulare se ține seama că: 


v, =0-I4A=ow-2R 


de unde: pia d deci £=0. 
2R 


Viteza punctului B se determină cu relația: 


Vo 


vg =@-:IB = o-2Rsina = —-- 2Rsina =v, sina . 


şi are direcția după bara AB. 

Pentru a determina accelerația scriem: 
dp =ă, + ExAB — 0? AB = 
=0+ ch x(2R cos? Qi + 2Rcossin 8j)- 
-0° (2R cos” Qi + 2Rcos%sin 0j)= 
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=— (22R cosOsin 0 + 2Ra? cos? o` + 
+ (22R cos” 0 — 2R&” cosOsin Di = 


2 2 
=— Yo cos? i —-2 cosøsin Oj. 
2R 2R 


2 
v E 
şi are valoarea: ap ii cos. Punctul A este polul acceleraţiilor. 


2.17. Un unghi drept se mişcă în planul său, astfel încât extremitatea A 
alunecă pe axa ordonatelor, iar latura MC trece mereu prin punctul B, situat pe 
axa Ox; la distanţa a de O. Se ştie că AM = a. 

a) Să se determine baza şi rostogolitoarea, dacă AM=OB=a (fig.2.17). 
b) Să se determine viteza şi acceleraţia unghiulară a barei cotite dacă 


punctul A alunecă de-a lungul peretelui cu viteza constantă v. 


Rezolvare: 
a) Punctul I, centrul instantaneu de rotaţie, rezultă la intersecția normalelor pe 
MB şi OA (care au direcțiile vitezelor punctelor A şi B). Se observă că: 
y, = AN cosp ; 
Dar: AN = AM — NM = AM -ON =a- ytgo; 
deoarece ON = NM = DB= yteg, 
deci: y, =(a-—ytep)cosg ; 


acoso 


de unde: > 
A (|+sin 9) 
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Rostogolitoarea 


Fig.2.17 


Rezultă de asemenea, 


x = OD =a-—DB=a-—ytop=a-— su 
1+sin o 


Ecuațiile parametrice ale bazei vor fi deci: 


a 
x% = 
1+sin o 
_ acoso 
í (l+sing) 


oso, 


“1+singp 


Pentru a elimina parametrul q variabil scoatem din prima ecuaţie sin o: 


a 
snp=—-—l 
X% 


şi din a doua ecuație cos ø: 


coso = 7. 


X 
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Ridicând la pătrat cele două relaţii şi adunând, obţinem: 


2 2 
Xi X 


de unde rezultă ecuația bazei: y? =a(2x,—a). Baza este deci o parabolă 
cu focarul în B şi parametrul a. 
In vederea determinării ecuației rostogolitoarei, se observă că: 


acoso 


x = MB = IC = ÁI cos ọ = x cos o = l 
l +sin o 
E E iza e 
cosp coso (l+sing) 


La fel ca şi în cazul bazei se elimină parametrul g şi se obține ecuația 
rostogolitoarei: 
x” = a(2y—a) 


care reprezintă o parabolă cu directoarea MC, focarul în A şi parametrul a. 


b) Viteza punctului A are valoarea: v=o:I4=o.: sa . Rezultă: 
+ sin øo 


o- Otsing) 
a 


Accelerația unghiulară poate fi obținută acum prin derivare: 


PRE v-p-cosp _ vw(1+sin p)cosg 


2 
a a 


2.18. Să se determine centroida fixă şi centroida mobilă a barei AB de 


lungime / din figura 2.18. 
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Rostogolitoarea 


Fig.2.18.a. Baza şi rostogolitoarea 


Rezolvare: Soluţie geometrică: ducând perpendiculare pe viteze în A şi B se 
obține punctul Z (centrul instantaneu de rotație). Patrulaterul O;AIB este 
inscriptibil (doua unghiuri drepte) în cercul de diametru JO}. În timpul mişcării 
barei unghiul AIB corespunde aceluiaşi segment AB, deci diametrul O, al 
cercului este este constant. Deci rostogolitoarea este un cerc de diametru O: 
as me - 6) sing 


Baza este un cerc de rază O, întrucât, în tot timpul mişcării, punctual I 


(teorema sinusului). 


rămâne la distanță constantă O Z față de punctual O,. 
Soluție semianalitică: 


Se vor scrie coordonatele centrului instantaneu de rotație fată de cele două 
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sisteme: 


[sin a [sin a 
; x =lcos&-— 
tgp 


x =lcosa-O0,D; O D= 


y, =Isina +CI; Gre n E Yı ahaa 930, 
tgp tgp 


Ridicând la pătrat aceste expresii şi adunându-le membru cu membru se obține 


ecuația centroidei fixe: 
2 2 2 
/ 


I 
= a e aa 


Deci centroida fixă este un cerc de rază cu centrul în originea 


sin 
sistemului de axe fix Ox. 


Coordonatele centrului instantaneu de rotaţie faţă de sistemul mobil sunt: 


x= Blcosa; y= BIsin p 


în care: 
encoi- kuo S 
tgp 
i l 2 En I (1-cos2a 
x = lsin q cos æ + — cos“ a = —sin?2a + ; 
tgp 2 tgp 3 
E EE mu, 


Ridicând la pătrat şi adunând relațiile membru cu membru se poate realiza o 


grupare convenabilă a termenilor obținuți astfel încât: 
IN I j E 
x-—— | +|y- e ep ar 
2tgp 2 4 4tg“p 


66 


CINEMATICĂ şi DINAMICĂ 


sau: 


1 y í aj p 
a E a ra 
2tgp 2 4sin” p 


; e > 7 7 : 
Centroida mobilă este un cerc de rază sin 8 cu centrul în punctul O şi care 
sin 


Fig.2.18.b. Distribuţia vitezelor 


trece prin punctele I, A, B şi O4. Distribuţia vitezelor pentru bara care alunecă 


pe pereţi este dată în fig.2.18.b. 


2.19. Să se determine baza şi rostogolitoarea mişcării plane a barei OA din 


figurile 2.19.a şi 2.19.b. Capătul O se deplasează pe orizontală cu viteza v., 
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bara sprijinindu-se în primul caz pe o suprafaţă cilindrică de rază R, iar în al 


doilea caz pe un prag de înălțime A. 


Fig. 2.19.a Fig. 2.19.b 


Răspuns: Pentru primul caz: 


iah 
tga 
AB R 
X% = == 7 h 
cosæ sina 
AB Rcos?a 
y; = 1B = 7 = 3 ; 
sın Q sın“ o 
ea - E 
IZA to a 
R 
y = ÁB = —. 
tga 


După eliminarea parametrului a se obține: 
A z R(x? + „= 0 (baza); 
y'=Rx (rostogolitoarea). 
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Fig.2.19c 
Pentru al doilea caz: 
AB = 2 
sin & 

toa 

AB h 
W = IB =— S 

SNC sına 
x = IA = IB cos q = aci, 

sin” a 

y = AB = 2 : 

sin & 
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Fig.2.19d 


După eliminarea parametrului a se obține: 
x? — hy, + h” = 0 (baza); 


y= hh? + = 0 (rostogolitoarea). 


2.20. Bara rectilinie PO este articulată în A de bara OA, care se roteşte faţă de O 
cu viteza unghiulară œ şi se reazemă tot timpul miscării pe muchia fixă B 


(fig.2.20). Ştiind că 0O4A=OB=I şi AP=2I, se cer să se determine: 
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a) centroidele mişcării barei PO; 


b) viteza punctului P. 


Răspuns: 
a) Ecuația bazei este: 


(x, — +y =l"; 


ecuaţia rostogolitoarei: 


+ pa. 


b) v = feos% sin] 
"AIL A 4)! 


Fig.2.20 


2.21. Bara cotită ABD cu unghiul drept în B se deplasează în plan vertical 
astfel încât rămâne permanent rezemată de punctul fix O şi de cilindrul fix 
O, de rază R. Considerând distanţa OO, egală cu /, să se determine baza şi 


rostogolitoarea (fig.2.21.a). 


Raspuns: Ecuația bazei: 


D ad 
(x-5) TF Erk 


ecuația rostogolitoarei: x° + ( y+ RY =° (fig. 2.21.b). 
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ROSTOGOLITOAREA 


Fig. 2.21 


2.22. O bară se mişcă în plan astfel încât capătul A alunecă tot timpul pe 
peretele vertical, iar bara trece tot timpul prin punctul B (fig.2.22). Să se 


determine baza şi rostogolitoarea şi să se reprezinte distribuţia vitezelor. 


Fig. 2.22 


a 


Răspuns: AB = ; 
cosa 
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AB a 
Al = Pama 7 > 
cosæ& cos 
BI = AI sin a = : sin % 
cos“ a 


x = BI sina = atg7a 


yı =—BI cosa = -atga 


; i 1 
Ecuația bazei: x, => yf. 
a 


a 
x= AB = 
cos 
asin a 
y = —BI = — î 
Cos“ a 


Rezultă ecuaţia rostogolitoarei: 


2 
di 
2 
„sina a(l-cos?a)_ xX ) ehe a?) 


cos? Q cos? Q a a 


4 
X 


2.23. Se dă mecanismul bielă manivelă din fig.2.23 unde OA=AB=L. Să se 
determine baza şi rostogolitoarea bielei 4B. 
Rezolvare: Dacă I este C.I.R. obţinut prin ducerea perpendicularelor pe 


vitezele în B şi C, se observă că triunghiul ACI este dreptunghic şi AB = 
BC = BI. Rezultă atunci: 
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x = Al cos æ = 2Lcosa 
yı, = Ál sina = 2Lsin a 

Prin ridicare la pătrat şi adunare se obține: 
x +y =(2L) 


deci baza este un cerc cu centrul în punctul A şi de rază 2L. 


ROSTOGOLITOA REA 


Fig.2.23 


Unghiul IBC este unghi exterior şi este egal cu 2a . Atunci vom avea: 


x = IBcos?20 = Lcos20 


yı = IBsin2a = Lsin 20 
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Prin ridicare la pătrat şi adunare se obține: 
x +y’ =(LY 


deci rostogolitoarea este tot un cerc cu centrul în B şi de rază L. 
2.24. Să se determine legea de transmitere pentru mecanismul cardanic din 
fig.2.24. considerând rotația finală ca o succesiune de trei rotații plane. 


Rezolvare: Legea de transmitere pentru un mecanism cardanic ca în fig. 


este dată de: 


Fig. 2.24. Transmisia cardanică 


obținută utilzându-se formulele din geometria sferică. În cele ce urmează 
formula prezentată anterior va fi dedusă utilizându-se proprietăților 
vectorilor şi valorilor proprii pentru o matrice ortogonală. Cu notațiile din 


fig.2.24 se poate scrie: 


75 


Culegere de probleme 


cos 0 sinô, Co 0 sg 

[R ]= 0 | 0 [=] 0 1 0 

-sin 0 cos -sa 0 ca 
cos, -sinð, 0| |c -se 0 
[R,]=]|sinð, cosð, 0|= So Co 0 
0 0 | 0 0 1l 

| 0 0 1 0 0 
[R;]=|0 cos, -—sin6,|=]0 Co, — So, 

O sin,  cos6, 0 sa ce, 


unde s-a notat: Sg = sin 6} ; Ca = cos, etc. Matricele [R], [R2], [R3] 
reprezintă matricele ortogonale de rotație care fac trecerea de la un sistem 
local de referință la altul iar matricea care face transformarea de la sistemul 
ataşat de arborele de intrare şi sistemul ataşat de arborele de ieşire este: 
Co Co, a So, So Co, 
[R] =[R][R][R] =] Co CoCo, + Sasa CoCo Sasoso, — Casa, 
Co So, S0 ==, Sa Co, Co, So, SoSo, Co caza CoCo, 
Condiția ca le! =[0 ca —Sa ] să fie vector propriu pentru matricea 
[R] este ca: 
[R]te) = 44e} 
sau: 
Coco, —l — sg, So Co 0 


CoCo, Co, tSas Colo, Tl Sa350,530 Caso |icat= 


l 
O O © 


Ca. 59,59, — Sa Co, Co, So, Sa Saca, = CaCa, T] |l Sa 


Efectuând calculele, rezultă: 
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-Sp Ca + Sa Cosa =0 


(co, Co, — Ikea + (so 50,50, — Ca Sa, a = 0 

Co, Sala t (Sa S0,C0, — Ca Ca, — Ls, =0 
Din prima ecuație se deduce imediat: 

to, = —tas0, 


De aici rezultă: 


2 
Co, Ca a Sg Saca, E SE. s c 
Eod Tana 00 [a “a 
Ca Saso Ca Saso 
sau: 
2 2 2 
c Ca Sasa +Ca SaS, =C 
Oz 2 2 2 8 Oz (94 (94 
co Basa 
sau încă: 
2 1 ş2 Fi 
Co Alla + Sasa + Ca 50,Sa > Ca 
Dar: 


s daia 2 
| că + 5253 | + (eqsu) = 1 


Atunci, dacă notăm: 


= 2 2 2 
Ss = lCa + sasa, » 


C5 =— Ca Sa 
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se obține: 


Să Ca Sa, 
2 


cu soluţia convenabilă: 


m 
0z DR 


Obţinem atunci şi: 


2 e = 2 + D2 
5, = Ca+6 = CaCg Sa Sax Ca Sasa 


22 


i AD 2 
Co, = Sala tCay Ca + Sasa, 


3 
Pentru a determina legea de transmitere vom scrie primul invariant al 
matricei [R]: 

i 


ið id _ S 
l+e +e ' =1+2cos0 =C Co, tCoCa +Co Ca +tSasSo so 


Dacă facem înlocuirile, se obține: 


Co C 
ER EN ES MI d, 


2 2 2 
Ca + Sasa, 


Rezultă: 
ES Ca Ca 
0 > 
c2 + 5253 
de unde: 
l—c3 190 
9 
tg0 = a 
Co Cosa 


Viteza unghiulară a furcii conducătoare față de sistemul de referință 


Ox yz este: 
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(o =[0 6, 0]=[0 1 06 


Viteza unghiulară a crucii faţă de furcă în sistemul Ox, y,z, este: 


0, sin 8, sin 6, 
lon) = 0 =; 0 10. 
0, cos, cos 0, 


Dacă se derivează o, obţinut anterior, se obține: 


Sa: = taca 6 
co, 
sau: 
2; c? SaCaCa, 
0, = —taCa Ca, 0 —taCa > z e De 0, 
Ca + Sasa Ca + Sase, 
Cu notația: 
g= ac 
Ca + Sasă 
se obține: 
d ad, 
deci: 
asin 0, 
{on} = 0 46. 
a cos, 


Derivând legea de transmitere a transmisiei cardanice, se obţine: 
0 lo o, 

Fa 6, 

Co CoCa 
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sau: 
2 
: c l c ; 
0 = i 0, = 2 fi 
Ca Ca Ca + Sasa 
Cu notația: 
C 
b = 2 E 2 
Ca + Sasa 
rezultă: 
0=b0, 


şi se obține şi viteza absolută a crucii cardanice cu relația: 


Sg 


{œ} = 0.)+lo)=3 0 pô. 


2.25. Rotaţiile spațiale sunt necomutative. 


Rezolvare: Un exemplu demonstrează afirmaţia făcută în titlu. Astfel să 


denumim, pentru simplitate, axele Ox, Oy, Oz respectiv cu axa 1, axa 2 şi 


axa 3. Atunci, dacă facem două rotații succesive, de 90° , prima în jurul 


axei | şi a doua în jurul noii axe 2, se obține corpul aşezat ca în fig., figura 


de sus dreapta. Dacă facem două rotații de 900 mai întâi în jurul axei 2 şi 


apoi în jurul axei 1 se obține corpul aşezat ca în fig.2.25.a, jos dreapta. 


Cele două poziţii ale corpului sunt, în mod evident, diferite. Să facem şi 


calculul: 
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0 


l 


z 
2 


O cos 


[Ra] 


0 


rma 


[Rag ] 


Fig.2.25.a 
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1 0 ofo o -1] [o o0 -1 
]J=[R,][R,]=|0 0 -ıļ0 1 oļ=|-1 0 0]; 
01 0|1 0 o0 0 1 0 


LR 


B+a 


[Rag] 7 [Rosa] 
Pentru prima succesiune de rotații, unghiul de rotaţie este dat de: 
E tr|R]-1_ 1 
ii 2 2 


în jurul axei care are parametrii directori determinaţi de ecuaţiile: 
-1 -1 Ole 0 
0 —1 -=-lbhe,; =40 
1 0 -—ll|le, 0 
sau, dacă se alege e; = 1: 
l+e, =0 
e, +e, =0 


Această axă va fi deci determinată de vectorul: 


e, 1 
tu), = Ce al 
&], 1 


Pentru a doua succesiune de rotații, unghiul de rotație este dat de: 
tr|R]-1_ 1 
2 2 


Cos, = 


deci la fel ca în primul caz, dar în jurul axei care are parametrii directori 


determinaţi de ecuațiile: 


-1 0 -ljlje 0 
-1 -1 0 keep =10 
0 1 Lles [0 
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sau, dacă se alege e; = 1: 
l+e, =0 
l+e, =0 


Această axă va fi deci determinată de vectorul: 


e, l 
fu) =46 p il 
čaja- Uel 


axa de rotatie finiti 


wjt te] 


Fig 2.25.b 


Cei doi vectori în jurul cărora are loc rotația finită fu}, respectiv {u}, sunt 


deci diferiţi, unghiul de rotaţie fiind în ambele cazuri, 120°. 


2.26. Se dă paralelipipedul OABCDEFG de laturi OA4=3/, OC =4], 


OE = 121 care în timpul mişcării se roteşte cu viteza unghiulară œ = 1209 
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în jurul muchiei OC, iar punctul o are viteza vọ =13 m/s dirijată dupi 


diagonala OG ( fig. 2.26). Se cere să se calculeze viteza punctului D şi să 


se stabilească acuaţia axei instantanee a mişcării elicoidale. 


Rezolvare: Se alege sistemul de axe din figură, cu originea în o şi axele 
dirijate după muchiile paralelipipedului. Faţă de acest sistem de referinţă se 
poate scrie: 

O = 12, 


De unde o, =@, =0, o, =12@. Versorul direcţiei OG este: 


Hog = ROE 4j+12k), 


De unde rezultă: 
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Vy =3ui +4u j+12uk, 
Adică: vo = 3u; vo, = 4u; vo; =12u. 
Viteza de alunecare în lungul axei instantanee a mişcării elicodale este: 


Ta A 


v; =E 
& 


şi este dirijată în sensul axei Oy. 
Ecuația exei instantanee a mişcării elicoidale este: 


0 120, 0 


sau 


„adică o dreaptă paralelă cu axa Oy, deci şi cu o. 
Z = -—— 
409 
Viteza punctului D, utilizând formula generală, este: 


i j k 


Yp =W +@ XOD =3ui +4uj+12uk+0 12a 0 = 
O 4 12l 
= (Gu +1440] )i + 4u j +12uk. 
Viteza punctului D mai poate fi calculată ca într-o mişcare elicoidală în 
jurul axei instantanee a mişcării elicoidale. Se alege pentru aceasta originea 
noului sistem de referință punctul O' de unde axa instantanee înțeapă 


planul OAFE şi axele paralele cu cele inițiale. Față de sistemul inițial 


; u u $ 
punctului O' are coodonatele x'=—; y'=0; z'=-——. Faţă de noul 
ON 40% 


85 


Culegere de probleme 


ecua u 
sistem de referință punctul D are coordonatele x'p=xp-x'=-—; 
0 


Y'p=Yp —y'=41; Z'p=Zp —Z'=12/+——. Prin urmare viteza punctului 


g) 
D este: 
i j k 
Vp =V +0x0'D=4uj+| 0 120 0 = 
zE A ou 
09 409 


= Gu + 1Mogl)i + 4u j +12uk 
Adică acelaşi rezultat. 


Se poate verifica invarianţa proiecției vitezei pe suportul vectorului o : 


2.27. Un rigid cu un punct fix efectuează o mişcare dată prin ecuaţiile 
FA 
parametrice : y = pt; p= 2kt;, 0 = za 


Se cere să se calculeze viteza unghiulară, axa instantanee de rotaţie, 


axoidele, acceleraţia unghiulară (fig.2.27) 


Rezolvare: Din ecuaţiile parametrice rezultă 


Yý =p;,=2k; 0=0. 


86 


CINEMATICĂ şi DINAMICĂ 


Componentele vitezei unghiulare pe axele sistemului de referință mobil 


sunt: 


Fig 2.27. 


o, = ysinsinp+6cosp=p sin + sin 24 = a sin 2kt 
©, = ýsinĝ coso -—ðĝsing = p sin cos 24t = S, cos 2kt 


0, = p+rycos0 =2k+p cos =2E +7. 


Componentele vitezei unghiulare o pe axele sistemului de referință fix 


sunt: 
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O = Ocosy +ọsin Osiny = 2k sinsin pr = 43 ksin pt 
@ = Osiny -ọsin Ocosg = —2k sin cospr = —N3 k cos pt 


O = +ý cosð = p+2keos = p+k. 


Modulul vitezei unghiulare este: 


o = Joh +o +o -= Jora Sdp +14k2|+ 2pk. 
Ecuațiile axei instantanee de rotaţie faţă de sistemul mobil — ecuaţiile 


parametrice ale conului polodic (axoida mobila) sunt: 


Adică: 


xX y A 


== = $ (a) 
T sin 2kt Do cos2kt 2k E 


Ecuațiile axei instantanee de rotație față de sistemul fix — ecuaţiile 


parametrice ale conului herpolodic (axoida fixă) — sunt: 


X i Yı = Z | (b) 
N3ksinpt  —x3kcospt k+p 


Unghiurile formate de axa instantanee de rotaţie cu axele celor două 


sisteme de referinţă sunt: 
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Or V3 psin2kt 
al 2p +4k +2pk 


cos(0,0x)= 


coslo, Ox) = i V3 ksin pt 


o Jp +4k?+2pk 


a J3 p cos2kt 


O . 
cos(%, y)= o] “pă ap Eo 
cos(@, Oy) = a ana 
o| Jp +4k?+2pk 
O, _ 4k+ p 


cos(æ@, Oz) = — = 
(2.02) | 2]p? +44 +2pk 


cos(0,02,)= ai — dă 


a Jp + 412 +2pk. 


Componentele accelerației unghiulare € pe axele sistemului de referință 


mobil sunt: 
E = Ôq = V3 pk cos2kt; 
Ea = Oy = V3 pk sin 2kt; 


Ex > Oa =0. 
Componenetele accelerației unghiulare £ pe axele sistemului de referință 
fix sunt: 

£1 = Gu = V3 kp cos pt; 

E = yu = = 3 kp sin pt; 
Eu = 04 =0. 


Modulul accelerației unghiulare este: 
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| = je + tei = A + ete =vV3kp. 
Unghiurile făcute de suportul accelerației unghiulare € cu axele sistemelor 


de referinţă sunt: 


cos(2,0x) = a = cos 2kt = cos Q; cos(£, Ox) = i = cos pt = cos; 
E E 

cos(£,Oy) = i = -sin 2kt = -sing;  cos(2,0y,)= 2 = sin pt = siny; 

cos(2,02)= 2 =0; cos(2,02)= 2! =0. 


Interpretând aceste rezultate se vede că vectorul z este orientat după linia 
nodurilor on. Pentru a calcula ecuația conului polodic se elimină timpul 
între ecuaţiile (a). Pentru aceasta se formează două ecuaţii prin egalarea 


primului raport cu ultimul şi al doilea raport cu ultimul, adică: 


E + p) (2 + 2) 
sin 2kt =, cos2kt = 
2 2 
Ridicând la pătrat şi însumând rezultă: 
x+y? E A _ 
3 3 2o 
4? (2x + 2) 
2 


Pentru a calcula cuația conului herpolodic se procedează la fel şi se obține 


x+y Zi 
3k?  (k+př 


=0. 
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2.28. O rola conica a unui rulment axial se rostogoleşte fără alunecare pe o 
cale de rulare de asemenea conică, rotindu-se cu viteza unghiulară 
a, = const în jurul axei de simetrie a căii de rulare conice. Conul din care 
se poate considera că face parte rola, are unghiul de vârf 2a şi înălțimea 
OC = R. Raza bazei mari a rolei este r = Riga. Unghiul la vârf al conului 
care reprezintă calea de rulare este 2/. Se cer să se determine: viteza 
centrului C al bazei mari a rolei, axa instantanee de rotaţie, axoidele (fixă 
şi mobilă), viteza unghiulară rolei precum şi viteza şi acceleraţia unui 
punct Mm de pe periferia bazei mari a rolei, a cărui poziţie este definită de 
unghiul format de raza cm cu diametrul bazei mari care este perpendicul 


pe o, (fig. 2.28). 


Rezolvare: Pentru ca să se realizeze rostogolirea fără alunecare, conurile se 
execută cu vârful o comun şi plasat pe axa de rotaţie. În acest fel punctul 
O este fix. 

Deoarece rola se rostogoleşte fără alunecare pe calea de rulare conul admis 
fix), generatoarea 44O reprezintă locul geometric al punctelor de viteză 
nulă, adică este axa instantanee de rotaţie. 

Se alege sistemul fix Ox,y,z,, unde axa Oz, reprezintă axa în jurul căreia 
se efectuează mişcarea de rotaţie de antrenare a rolei (cu viteza unghiulara 
0); planul Oxy, este perpendicular pe axa Oz; axa Ox, rezultă din 
intersecția planului perpendicular pe Oz, cu planul definit în momentul 
iniţial de axa Oz, şi axa rolei OC; axa Oy, rezultă din condiţia ca sistemul 


să fie drept. 


91 


Culegere de probleme 


Se alege sistemul mobil Oxyz, unde axa Oz reprezintă axa de simetrie a 
rolei: planul Oxy este paralel cu baza rolei; axa Ox se alege paralela cu 
CM ; axa Oy rezultă pentru ca sistemul să fie drept. 

Linia nodurilor ON rezultă din intersecția planurilor Oxy, şi Oxy. 
Unghiurile lui Euler sunt: unghiul de precesie y (se măsoară în planul 
Ox yı); unghiul de rotatie proprie g (se măsoară în planul Oxy); unghiul 
de nutaţie 0 (se măsoară în planul Ozz). 

Diametrul DE este paralel cu axa Ox, şi ca urmare (DCM = ø. Linia 
nodurilor ON este perpendiculară pe planul Oz,C. Axa Oy, face unghiul 
y cu planul Oz,C. 


Se vede că unghiul de nutaţie are valoarea 
0 =a + = const 


De unde 6=0. 


Conu! 
herpolodic „«” 
Y% 


Fig.2.28 
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Pentru calculul modulului vitezei unghiulare absolute œ se exprimă viteza 
punctului C (centrul bazei mari a rolei) în mişcarea de antrenare în jurul 
axei Oz, şi cu ajutorul axei instantanee de rotaţie OA (fig. 2.28). 

ve = O,OC'= CC" 
Unde OC'= Rsin0 şi CC"= Rsina. 
Rezultă 


sin 0 


sina. 
O = hi +pk+0v 
Unde în cazul de față 0 =0. Vectorul A, este dirijat după axa Oz, iar 
k după axa Oz. Aplicând teorema sinusului rezultă (fig. 2.8). 


op 
sinô sin(0-a) sina 


sin % 


de unde: yý = @—— = o 
sin 0 
no sin(0-a) _ sin(0-a) 
sin 0 sina ` 


Ținând seama de aceste rezultate riese că rola efectuează o mişcare de 
precesie regulată. 
Componenetele vectorului o pe axele triedrului mobil se calculează cu 
formulele: 

0, = ý sin ĝsing +8 coso = a sin sing 


@, = ý sinĝ coso -— Osin p = a sin coso 
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sin(0-a) 


0, =p+rycos0=a ~ 
sin & 


+ @ cos0 = 
l R. 
= a cot g a sin 0 = œ —sin 0 
r 


Componentele vectorului @ pe axele sistemului fix se calculează cu 


formulele: 
O = Bcosy +ọsin Osiny = a sin(0-a),, psiny 
sin æ 
Oy = Gsiny —gsin 6 coso = -a, sin(0— 0); cos 
sin æ 
O = +y cosh = a] ame a )eose | 
sin & 


Componentele vectorului z= pe axele sistemului mobil sunt 


ET Ei sin(0-— a )sin coso 


sing 
, 2 sin(0- a sin Osin p 
E, = 0, = -0 - 
sin & 
E, =, =0. 


Axoida fixă (conul herpolodic) este conul care reprezintă calea de rulare, 
iar axoida mobilă (conul polodic) este conul din care face parte rola. 
Ecuațiile axoidei mobile sunt în cazul de față 


X VXV Z 


sino coso cotga 
Ecuațiile axoidei fixe în cazul de față se scriu: 


X _ Yı = Zi 
sin(ð-a)sinðsiny  sin(0—a)sinOcosy sina +sin(ð —- æ)cos6 
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Pentru calculul vitezei şi accelerației punctului M se scriu coordonatele 
acestuia faţă de sistemul mobil: xy =r; Ym =0; Zų =—R. 
Viteza punctului M este: 
i j k 
Vy = OxOM = asin]sinp cosp R/r = 
r 0 -R 


= a sin o|- Rcospi + R(l+sing)j — rcosg kl. 
Accelerația punctului m este: 


d = ExOM +8 x(o x0M)= 


E T j k 
=o sin( -a)sin sino -sing Or. 
sin a 
r 0 R 
i j k 
+ ae sin? 6) sing -sino R/r 


— Rcosg R(L+ cosg) =r coso 


Observatie: dacă p = mrad problema se reduce la mişcarea conului pe un 


plan orizontal. 


2.29. Să se reprezinte distribuția vitezelor şi accelerațiilor la mişcarea de 


rotație cu axă fixă. 


Rezolvare: Axa instantanee de rotație este data de: 
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deci este axa Oz. Axa instantanee de rotație este în acest caz o axă 
permanentă de rotaţie, adică în tot timpul mișcării poziţia ei va rămâne 


neschimbată. Viteza minimă a punctelor de pe axa instantanee este: 


© 

Vow 

Van = = 0; 
© 


Relația obținută anterior v = xd ne arată că toate punctele rigidului care 
au acelaşi vector distanță d faţă de axa de rotație, au acelaşi vector viteză. 
Dar aceste puncte sunt situate pe o dreaptă paralelă cu axa de rotație. Deci 
putem formula următoarea proprietate: 

- mulțimea punctelor situate pe o dreaptă paralelă cu axa de 
rotație (au acelaşi vector distanță d ) au acelaşi vector viteză. 

Altă proprietate care rezultă din această relație este: 

- vitezele se găsesc într-un plan perpendicular pe axa de rotație. 
Relația care dă modulul vitezei v = ad ne permite să formulăm a doua 
proprietate a câmpului de viteze: 

- mulțimea punctelor situate la aceeaşi distanță d față de axă au 
aceeaşi valoare a vitezei. Sau: toate punctele situate pe un cilindru 
circular drept având ca axă axa de rotatie au aceeasi valoare a vitezei. 
Altă proprietate care derivă din această relație este: 

- vitezele sunt direct proporționale cu distanța la axa de rotație. 
Aceste proprietăți ne permit să vizualizăm distribuția de viteze ca în 


fig.2.29.a. 
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ON 
P 
D 


AV 


| E, "LOL E E = E O IC A 


N 


T—] 


f 
i 
w 


Fig.2.29.a. Distribuția vitezelor în mişcarea de rotație cu axă fixă 


Relațiile obținute anterior pentru accelerații: &= &x d-od şi 
a=die'+o' ne permit să formulăm, la fel ca în cazul vitezelor, 
următoarele proprietăți: 

- mulțimea punctelor situate pe o dreaptă paralelă cu axa de 
rotație (au acelaşi vector distanță d ) au acelaşi vector accelerație. 

- mulțimea punctelor situate la aceeaşi distanță d față de axă au 
aceeaşi valoare a accelerației; sau: toate punctele situate pe un cilindru 
circular drept, având ca axa axa de rotație, au aceeaşi valoare a 


accelerației; 


-accelerațiile sunt direct proporționale cu distanța la axa de 


rotație; 
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- acceleraţiile se găsesc într-un plan perpendicular pe axa de 
rotaţie. 
Aceste proprietăţi ne permit să vizualizăm distribuția de acceleraţii ca în 


fig.2.29.b. Unghiul făcut de acceleraţie cu tangenta la traiectorie este dat de 


T 


: a E 
relația: Ig ===. 
a O 


2 


Fig.2.29.b 
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CAPITOLUL III 
MIŞCAREA RELATIVĂ A PUNCTULUI MATERIAL 


3.1. Un cadru dreptunghiular (BC = OD= R) se roteşte cu = const. în jurul axei 
lagărelor AF generând un cilindru (fig. 3.1). În acelaşi timp pe latura CD un punct M 
cade liber cu acceleraţia g. Se cere viteza şi acceleraţia punctului M la un moment 


dat. 


Rezolvare: Sistemul fix este batiul cu lagărele A şi F. Sistemul mobil este cadrul care 
efectuează o mişcare de rotaţie în jurul axei AF. Mişcarea relativă este mişcarea 
rectilinie a lui M pe CD. Mişcarea de transport este efectuată de M imobilizat pe 
cadru, adică o mişcare circulară cu raza R şi viteza unghiulară œ. Mişcarea absolută 


este mişcarea lui M faţă de batiu. 


VITEZE ACCELERAŢII 
Fig.3.1 
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Studiul vitezelor. 

Viteza relativă este viteza căderii libere v, = gt şi ca vector V, = —gt k. 

Viteza de transport este V, = ÖxOM = öx (4 -d Ji + RI )|= OR j în sistemul 
mobil de coordonate cu valoarea v, = Rø . 

Viteza absolută este v, = v, +v, = -gt k + ÆR j şi cum k (v,) şi j (v,) sunt 


perpendiculari: 


v, = A = Jv? +v? = JR o? +gîr 


şi este cuprinsă într-un plan tangent la cilindru în M. 


Studiul acceleraţiilor. 
Acceleraţia relativă este d, = -g k cu valoarea a, =. 
Acceleraţia de transport este: 
ă, = E2xOM + öxlöxOM)= øk x(oRj)=-o"Rî. 
şi are componentele perpendiculare: 
å, (dn = R@?;a, = Re =0). 
Acceleraţia Coriolis este nulă deoarece vectorii & şi V, sunt paraleli. 


Acceleraţia absolută este: 


a, =a,+a, +a, =-gk-Ro'i, 


şi este cuprinsă într-un planul spirei. Modulul accelerației este: 


_ 2 DEA 2 2-4 
=4a\ +a, =y +R. 


3.2. Un cadru ABCD, care are porțiunea BC semicirculară de rază R, se roteşte cu 
@ = const. în jurul axei lagărelor AD, generând o sferă. În acelaşi timp pe 


porțiunea semicirculară a cadrului se mişcă un punct M, cu viteza u = ct după 


meridian (fig.3.2,a). Se cer viteza şi accelerația punctului M. 
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Rezolvare: Sistemul de referință fix este batiul cu lagărele A şi D. Sistemul de 
referință mobil este cadrul, care efectuează o mişcare de rotație cu viteza unghiulară 
@, în jurul axei AD. Mişcarea relativă este mişcarea de circulară a lui M cu viteza u 


pe un cerc de rază OM =R (pe cadru). Mişcarea de transport este mişcarea 
: . u 
mişcarea lui M fixat pe cadru, adică pe un cerc de rază O'M = Rsin 0 = Rsin—t, 


centrul fiind O', cu viteza unghiulară @, . Mişcarea absolută este mişcarea lui M față 


de batiu. 


Fig.3.2 


Studiul vitezelor. 


Viteza relativă este: 
v, =u 35, =—usinOk +ucosi. 
Viteza de transport este: 


v, = O0'Ma, = a Rsin 0; v, = a Rsin0 j. 
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Viteza absolută este (fig.3.2, a): 
v, =V, +y, =—usin Ok +ucosBi + a Rsin 0 j 


fiind cuprinsă într-un plan tangent la sferă în M şi are modulul: 


ce cea ile DE ETE ana e Da T 
AENT = Ju +a R^ sin“ 0, 


deoarece cele două viteze sunt perpendiculare. 


Studiul accelerațiilor. 
Accelerația relativă este componenta centripetă a accelerației la mişcarea pe cerc 
(componenta tangențială este zero întrucât punctul se mişcă cu viteză constantă) şi 


este orientată dinspre M spre O. Ea are componentele după OM: 


2 
u 
MER 
şi după tangenta la cercul meridian în M 
a, =4=0, 
2 
nni u“. ; 
deci: d,| a,, = gn =u=0. 


sau, vectorial: 


2 2 


ă, = “sin 07 -*sinðk. 
R R 


Acceleraţia de transport are o componentă centripetă, după direcția razei cercului 
MO”, 
_ Ar 2 2 : 
d = O0Moj = Rsin0 
şi o componentă tangenţială 
— LA — 
a, =O0Me=0. 
Rezultă: 
ă, la, =O'M.-aj = œ Rsina,, =0'M-e = 0) 
sau vectorial: 
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- 


2 R F 
d, = Rsinði. 


Acceleraţia Coriolis este 20, x v, = 20, x v, şi are suportul perpendicular pe planul 
cadrului, sensul din figura 3.2,b şi expresia: 
da 20k xl-u sin 0k + ucosi )= 2@ucosð j. 


Modulul este 


ac = 20,y, sin(&, y, )= 20, R sno + z) = 2@u cos 0. 
R 2 


Accelerația absolută este 4, =a, +a, +a, ,şi are modulul 


iz DE ae 0 a a _ 
da = Ja, +4; +a, +24, :4, = 


4 
u , , 
= a o R? sin? 0 + 4o-u? cos? 0 + 2obu? sin? 0 
R 


deoarece 


3.3. Un punct material se mişcă cu viteză constantă u de-a lungul unei coarde a unui 
cerc aflată la distanţa s de centru. Cercul se roteşte în jurul centrului cu viteza 
unghiulară constantă q. Să se determine 
viteza şi accelerația absolute ale punctului 


material la un moment dat. 


Rezolvare: Urmărind figura 3.3. se poate 


scrie: 


i) 


=3+d = s(singi + cos0],)+ 
+ d(cosgi -sin jı} | 


De asemenea © = ok, € =0,0=ot, 
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d = ut. Viteza şi acceleraţia originii sistemului mobil faţă de sistemul de referinţă fix 
sunt nule. Se pot obţine cu uşurinţă viteza absolută şi acceleraţia absolută a punctului 


material, aplicându-se formulele cunoscute de la mişcarea relativă a punctului. 


TRAIECTORIA 


Fig.3.3.b 


3.4. Pe o placă dreptunghiulară ABCD se deplasează de la A la C un punct material 
= înce ca 27 
M cu o lege orară a spaţiului s = 0,2sin| pt + ic + 0,3 [m]. Placa ABCD este 
element component al mecanismului paralelogram (fig. 3.4.), la care manivela O, A 
A ie asia mT y _ T 
se roteşte având legea spațiului unghiular =—¢ [rad]. Ştiind că p = 2 A 
6 


O,A=0,B = BC =0,3m se cere să se determine viteza şi acceleraţia absolută a 


punctului M la momentul £ = 2 secunde. 


Rezolvare: Derivând s se obţine, la t = 2: 


S$ = 02pcos| pr+ za) = cof Zis rz) = Z cos 2 = 1,570 m/s, 
3 10 10 3 
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2 
ï =-02p? in p+ 2z) E sin Zus =) -Z sin Z = 4,273 mh 
3 2 3 20 3 


Fig.3.4. 


Calculăm şi: s = 0,127m la momentul t=2s. 


Pentru mişcarea de rotație a barei O| A elementele cinematice sunt: 
m „ZI y 
Pe) = 3 rad, @ = Q= 6 rad/s ; & =Ö=Q radí. 


Placa ABCD execută o mişcare de translație circulară, toate punctele au aceeaşi 
viteză şi aceeaşi accelerație. Viteza unghiulară şi accelerația unghiulară a plăcii sunt 


nule. Viteza absolută a punctului M la momentul f£ = 2s este : 


- — 


V, ZV, +V 


t3 


unde: 3, = s(cos30”7 +sin30° )= 1,3607 + 0,785} şi 
= 5 aA DF T> . T = > 
V, =V] = xO,A = p-Exod costi rin 27) = 0,0785] — 0,1360; . 


Deci V, = 1,224i + 0,8635, adică v, = 1,4979m/ s. 


Acceleraţia absolută a punctului M la momentul t = 2s este: 


d, =ă,+ă, tăc, 
în care d, = 5i(cos30'7 + sin 30” ] = 3,701 + 2,134] 
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Āā, =ă' = ọ’° - O, Al-cos60'î -sin 60° f )= -—0,041î - 0,071}, 


t 


şi d g= 0 deoarece @, = O (mişcarea de transport este o translație). 


Deci d, = 3,659; + 2,063 f „adică 4, = 4,201Im/s?. 


3.5. Punctul M se deplasează pe circumferința semicercului de diametru AB cu legea 
de mişcare s, = 0,0Lzt*m, pornind la momentul iniţial din poziţia A (fig.3.5.). 
Cunoscând legea de mişcare a discului ca find  p=A487turad, 
O, A =0,B = 0,2m şi R = 0,lOm,să se determine viteza şi acceleraţia absolută 


ale punctului la momentul 7, = 2s. 
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3.6. Pe biela 2 a mecanismului bielă manivelă din figura 3.6. se deplasează inelul M, 
după legea AM = s(t) = 0,1£°. Calculaţi viteza absolută şi accelerația absolută a 


inelului, dacă la timpul £ = 25 sistemul ocupă poziţia din fig.3.6. Se cunosc: 


o, =1 [rad/s]; e, =3 [rad/s]; a =30', <AOB=90", OA=0,4m. 


Răspuns: v = 77,27 -10*m/s; ay =95,94-107m/s?. 


Am st 


Fig.3.6 


3.7. O placă circulară de rază R = 0,4m se roteşte io 
față de axa Ox având legea spațiului unghiular | 
olt)= 0,lzt. Pe placă se deplaseazăun punct 
material M, de la O la A având legea spațiului 
s(t) = 02777. Să se determine viteza şi acceleraţia 


absolută a punctulu material în poziția A (fig.3.7.). 


La momentul inițial placa se găseşte în poziţia din 


figură. 


Răspuns: 


vn =1,006m/s; aa =1,314m/s?. 
a(4) a(4) 
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3.8. Arcul de cerc AB de rază R se roteşte în jurul : 
axei Oz cu o viteză unghiulară constantă œ. Un 
punct material M se deplasează pe disc de la A la 
B cu o viteză constantă în modul şi egală cu u. Se 
cere să se determine viteza şi accelerația absolută a 
punctului M într-o poziție oarecare definită de 
unghiul &, dacă arcul AB se găseşte în momentul 
respectiv în planul yOz; se va particulariza pentru 


a = 0 şi a = 7/2 (fig.3.8.). 


Răspuns: Va(M) = eo? R2(1-cosa) +u” ; 


2 2 4 


; u u . 
a = |40°u’ sin? a +| —cosa -@°R(1—-cosa)| +— sin? a; 


a 
pentru & = 0, va(m) =u; aam) > R’ 
„d 
pentru & = 7/2, Va(M) > o R? +u? ; aa(M) = 40u? +o R? PE 
R 


3.9. Un disc O de rază R se roteşte în planul său față 
de articulația fixă O, cu viteza unghiulară constantă 
O ca în figura 3.9. Un punct material M se 
delasează pe arcul de cerc MM, după legea 
spaţiului unghiular 0 = at (4, constant). Ştiind că 


la momentul iniţial al mișcării diametrul OM ọ a 


fost orizontal, se cer să se determine:a) viteza de 


transport a punctului M şi valorile unghiului 0 Fig.3.9 
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pentru care aceasta este coliniară cu viteza relativă; b) viteza absolută a punctului M; 
c) pentru ce valoare a vitezei unghiulare œ, acceleraţia absolută are direcţia MO, 


şi care este valoarea accelerației absolute în acest caz? 


0 
Răspuns: a) V, = AORO a =0 şi ĝð=z; 


b) v, =4/@? R? +20R° (1+ cos0(@ + o, ); 


ca =-20; a, =@@°R2(1+cos8). 


3.10. Satelitul de rază r al unui p" i 
mecanism planetar se rostogoleşte fără r 
alunecare pe interiorul suprafeței 
cilindrice de rază 3r, fiind legat cu 
manivela OC de lungime 2r a cărui 


viteză unghiulară , este constantă. Pe 


disc se află un mobil Q care are o 
mişcare circulară uniformă de-a lungul 


circumferinței, în sens orar, cu viteza 


constantă u (fig.3.10). Să se determine 


Fig.3.10 


viteza şi accelerația punctului Q când 


acesta este în contact cu suprafața fixă, adică în A. Aplicație numerică: 
© = 2rad / s ,u = 0,4m/ s, 


r = 100mm. 


Răspuns: v, = 400mm/ s; a, =0. 
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3.11. Un punct material coboară pe generatoarea unui con pornind din vârful acestuia 
cu viteza constantă u. Conul se roteşte în jurul axei cu viteza unghiulară constantă o. 
Să se determine viteza şi acceleraţia absolută a punctului material la un moment dat. 


Se cunosc înalțimea conului H şi unghiul la vârf a. 


Rezolvare: Analizând figura 3.11 se pot scrie relaţiile: 

F = dsinai +(H — dcosa)k, undei = sini + cos0j,, 
rezultă: 

F = dsinasin i, + dsinacos0j, + (H — d cosa )k,. 
În continuare: 


V, =u =usinai —ucos&æk, =usinasin i +usinacos0j, —ucosak, 


Fig.3.11. 


Viteza unghiulară va fi: © = æ@k,, accelerația unghiulară £= 0, iar accelerația 
relativă a, = ú = 0. Viteza şi accelerația originii sistemului mobil față de sistemul 


de referință fix sunt nule. Se pot obține acum cu uşurinţă viteza şi accelerația absolută 


a punctului material. 
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CAPITOLUL IV 
APLICAŢIILE TEHNICE ALE CINEMATICII 


4.1. Să se rezolve analitic mecanismul patrulater (fig.4.1). 


Rezolvare: Pentru rezolvarea 
mecanismului (fig.4.1) se va aplica 
metoda ecuațiilor de contur. 
Mecanismul este definit de un 
singur contur iar ecuația de 


închidere pentru mecanism va fi: 


AB+BC+CD+DA=0 . Fig.4.1 
Dacă se proiectează ecuaţia pe cele două axe ale sistemului de referinţă, cu 
notaţiile din figură, se obține: 

l coso, +1, coso, +L cos p, = l, 

l sing, +L sing, + L sin p, = 0 
Cele două relații ar trebui să furnizeze unghiurile pọ, şi ọ, ca funcţie de 
lungimile barelor şi unghiul elementului conducător ø, . Problema este 
destul de dificil de rezolvat analitic însă în momentul de față dispunem de 
subrutine decalcul suficient de puternice care să ne asigure soluţia. În cazul 
unei abordări analitice se rezolvă succesiv triunghiurile ABD şi BCD. 
Dacă se notează cu @ = ; @ =, ; @ =Q, vitezele unghiulare 
ale barelor respective se obțin, prin derivare, relațiile: 

ol sing + @,L sin p, + ol. sin p, =0 

ol, coso, + ol, cosp, + @,l, cos p, = 0 
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„sing, Lsino, ||@, j sin Q, 
= -lo 
L coso, L coso, || @, ! 1 |cosg, 


de unde rezultă vitezele unghiulare ale barelor BC şi CD: 


sau: 


Lo l sinp -9) EmA l sin(g, -p,) 


'Lsin(g-p) ° sin(p-p) 


2 
Prin derivare se obțin relațiile care ne oferă accelerațiile unghiulare ale 
barelor: 


El singo, + o; cosg + el sin o, + ol, coso, + £l, sin o, + @;l, cosp, =0 


2 2 : 2 . 
El coso —o l coso +e,l, coso, — o; sin o, + el, coso, -ol,singp, =0 


de unde se obțin, prin calcul, £, şi €,. Avem: 
Lsing, Lsing |le, j sin Ø, 
= (E. — 
L coso, lcosg,|le l! |cosg, 
Cos COS COS 
-1o | lnoi lnot i 
sin p, sin p, sin p; 
sin COS 2 sin?’ (o, — COS 
sele aE a E Ea p) PEN 
cos p, sın 9, L, sın (p; Ei P) sın 0, 


-0 I sin’ (ọ, = p.) cos p; 
i L sin? (p; =Q) sin Q, 


4.2. Să se rezolve analitic mecanismul bielă manivelă (fig.4.2). 


Pentru mecanismul bielă-manivelă din fig.4.2, ecuațiile de contur vor fi: 


AB + BC+CA'+A'A4=0 


de unde, prin proiecţie pe cele două axe, se obţine: 
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rcosa +lcosp-—x. =0 

rsina +Isnp+a=0 
relație care dă, în urma 
calculelor, pe xc şi q: 


rsina +a 
I 


rsina+a\ 
Xo = rosa + (Pina) 


Pentru a determina viteza 


sin p = — 


unghiulară o, şi viteza culisei vo se derivează cele două proiecții ale 
ecuaţiilor de contur: 

ro, sina +lo,sinp+v. =0 

ræ cosp+lo,cosp=0. 


Rezultă imediat: 


r Cos & , COSY 
0, = —O, ; Ve =r@(-sing + Jia 
[coso tgp 
Graficul tezei unghiulare a mantralai (5 Gratcul vtazai cula 
05 
04 1 
o3 
= 02} Ts j 
= LAJ H | 
H L] + z L] | 
FET | = | 
> aa j Li 4 ve Š A | 
s / l i 
aa! " N 1 
05t 4 
o 100 20 30 400 swo 600 700 a 100 20 30 200 swo 600 700 
grade grade 
Fig.4.2.b Fig.4.2.c 
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Graficele vitezei unghiulare a bielei şi a vitezei lineare a culisei sunt 
prezentate în fig.4.2.b şi 4.2.c, unde s-a considerat viteza unghiulară a 
manivelei constantă. 


Printr-o nouă derivare se obţin relaţiile care ne dau acceleraţule: 
2 . 2 . T 
o rcosd +ersina + o,lcosp+elsinp+ac =0, 
— orsin a + — oIsin + e,lcosg =0 
© rsin d + Er cosa — o; Q+E, p= 


care ne oferă cu uşurinţă £, şi a. în funcție de elemente cunoscute: 


7e  rcosa Š gia _2 e br es gar 
Icos 8 Icos 8 cos p 
a. =(orsina + ltsin B)e, + (-rsina + lt’ sin 2 + lucosf)o; . 
Atenție! Dacă se utilizează unghiul f în loc de unghiul ọ în ecuaţiile de 
contur, atunci se obține o, =- A relație care rezultă cu uşurinţă dacă 


derivăm f+p=27 şi ținem seama că o, =. Câteva curbe de bielă 


pentru mecanismul bielă manivelă sunt prezentate în cele ce urmează. 


r/1=0.4 r/l=0.2 
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1/1=0.4 r/1=0.6 


» 
i 
o 
= 
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w 
- 
w 
lu 
Ap 
b 
o 
i 
Li 
w 
Fa 
n 
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4.3. Să se studieze cinematic mişcarea diferențialului considerat ca un 


mecanism cu două grade de libertate. 


Rezolvare: 
a) Dacă toate elementele se mişcă atunci avem mecanismul diferențial 
propriu-zis. 
În acest caz distribuția vitezelor este prezentată în fig.4.3.a. Am presupus 
că roata centrală | are o mişcare de rotație în sens orar cu viteza unghiulară 


c, iar roata 3 are o mişcare de rotaţie cu viteza unghiulară œ. Avem 
V=A0R , v=@,R, . Considerând figura, se pot scrie relaţiile de 
asemănare între triunghiuri: 


Vi o W3 
x 2R,-x 


> 


de unde rezultă poziția centrului instantaneu de rotaţie pentru roata 2: 
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2v R, 


v + Va 


Mişcare inversă 


Din asemănarea: 


Va ARĂ 
z > 
v, 2R,=x 
rezultă v,: 
v, =V 
v, 23 1 
2 


Relația: v, = (R, —x)o, ne dă viteza unghiulară a satelitului oœ, : 


V, ov tv, 
R -x 2R 


@, = 
2 


Puteam obține œ, şi din relația œ, =v, /x. Pentru a afla viteza unghiulară 
a manivelei utilizăm relația: 


V; — V] 


vV, = OR +R,)= 


de unde: 
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V,—V 
de RT 
Relaţia între vitezele unghiulare ale elementelor care se rotesc este dată de: 
O (2R +R,)- OR +@R =0 (sau @ (22, +z,)- 0z, +@z =0). 
O cale mai elegantă de a obține soluția este de a da întregului mecanism o 
mişcare inversă astfel încât unul din elemente să fie fix. Spre exemplu, 
dacă dăm o mişcare de rotație cu viteza unghiulară —,, atunci coroana 
dinţată se va afla în repaus, manivela va avea viteza unghiulară o, —-o, , 
roata centrală 1 va avea viteza unghiulară a +, iar satelitul doi viteza 
unghiulară o, — @,. În acest caz distribuţia vitezelor devine cea din fig.4.3 


iar rezolvarea se face pe baza relaţiilor deja studiate. 


4.4. Să se efectueze studiul cinematic al mecanismului diferenţial simplu 
din figura 4.4 în care s-au făcut notaţiile: 1 — roata centrală interioară; 2 — 
satelitul; 3 — roata centrală exterioară; H — braţul port-satelit. Studiul se va 
face în următoarele cazuri: a) se fixează braţul port-satelit(fig.4.4.b); b) se 


fixează roata 3 (fig.4.4.c); c) se fixează roata 1 (fig.4.4.d). 


Rezolvare: 

a) Dacă fixăm manivela se obține un mecanism cu roţi dinţate cu axe fixe 
(fig.4.4.c). Distribuţia de viteze este în acest caz ca cea din figură. Pe baza 
acestei distribuții se scriu relațiile: 


v, = @,R, = @,R,; v, = OR, = OR, 
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R, Zi 


de unde: ®; =0 -77 = 0 —. 
R, Z3 


Fig.4.4,a,b 


Zi 


Avem şi relația R, +2R, = R(z, +2z, =2,) Atunci rezultă: W =, PERI, 
1 2 


@ Zi +2z, 


iar raportul de transmitere va fi dat de: îi = 7 
3 1 


Fig.4.4.c,d 
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b) Roata 3 fixă. În acest caz distribuşia de viteze este reprezentată în figura 
4.4.d. Pe baza acestei distribuții se poate scrie: 
vı = @,R, = @,2R,; v, = OR = oh +R,), 
OR, Zi 
de unde: 0-0, AR, +R.) E TE iar raportul de transmitere 
este dat de: 


_ 0 2 2(2, +25) 


Oy Zi 


LH 


c) Roata 1 fixă (manivela este element conducător). Pe baza distribuţiei de 
viteze din figura 4.4.b se poate scrie: 
vı = Op (R, + R2) = @,R,; v, =20,R, = @,(R, +2R,), 


z Oy (R, + R) 2 Oy (Zi + 22) 
2(R,+2R,)  2(2, +22) 


de unde:  %; 


Raportul de transmitere este: 


isa 24044223) 
lya E . 
O, Zeal 


4.5. În figura 4.5 este reprezentată schema de acţionare a cilindrilor de 
dozare la o presă de extrudare a placilor din aşchii. Se cere expresia vitezei 
unghiulare œ, a cilindrilor de dozare, ştiind că aceştia sunt coaxiali cu 


roţile dinţate O; şi Oa. Se cunosc: o, Ri, r, R, R; şi AB=. 
Rezolvare: Pentru transmisia cu curele se obține 
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R, 
2 


Spaţiul parcurs de punctul B este: 


$ 2 
rine) 


l 


Sg =rcosæ +l I-[ 


sau dezvoltând în serie se obţine: 


2 4 
= A a cd 
S, =rcosa+]——sin' qg ——- sin a.. 
B 21 3 
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Dacă se consideră doar primii trei termeni din expresia spaţiului rezultă 


pentru viteza punctului B expresia: 


As Pi . l 
Vp = Ea = -ra[sin a + a" 2a | = —rQ, (sin a + T 2a) 


Deoarece vc=vp rezultă în final: 


rR, . ro. 
æ | sin a + — sin 20 
R 21 


3 


4.6. Fie montajul din figura 4.6, în care se cunoaşte turația mosorului (M) 
ca fiind n = 60 rot/min, diametrul său d = 20cm, precum şi valorile razelor 
roţilor ry=15Scm, r:=30cm, r3=20cm, r4=15cm, rs=45cm. Să se determine 


viteza de urcare a corpului (C). 


Rezolvare: Viteza unghiulară a mosorului va fi: 
m 
O, = — = 27rad / s. 
30 
Viteza unghiulară a roții 2 se determină din condiţia: 


d d 4r 
O, = Oh» de unde %2 =. =- rad /s. 
2 2r, 


Viteza unghiulară a roții 3 rezultă din condiția de egalitate a vitezei 
punctului A de pe roata 2 cu viteza punctului A de pe roata 3 astfel: 


Ta aa = 27mrad / s. 
r, 3 20 


Vp SO = 0, > 0, = 0, 


Ținând cont de condiția îndeplinită de vitezele unghiulare ale roților 3 şi 4 


între care transmiterea mişcarii se realizează prin curea se poate scrie: 
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2 8 
Or. = @,r, > 0, =0 T asr A LA 
3/3 414 4 3 
r, 15 3 


Fig.4.6 


Viteza de urcare a corpului (C) va fi: 


Vida = Tas = 120 zem / s. 


4.7. Să se precizeze ce fel de filet trebuie să aibă şurubul din transmisia 
prezentată în figura 4.7 (pe stânga ori pe dreapta) dacă se impune ca 
greutatea Q să urce, iar sensul de rotație al şurubului este cel indicat pe 
figură. Să se determine de asemenea viteza greutății Q. Se dă: 
ni = 3,z, = 90;n, = 3600rot/min;r, = 15cm; r, = 45cm; z, = 20; z4 = 20; 


Z; = 80;r; = 40cm. 
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Fig.4.7 


Rezolvare: Filetul şurubului trebuie să fie pe dreapta 


Pentru determinarea vitezei greutății Q trebuie să se afle următoarele 
mărimi cinematice: 


m, 36007 
PERS z 


1 


= = 120zrad / s; 
30 30 


f = _ onf 
ON, = 0z, @, = 


= 4zrad | s 


Z3 


or, 4 
Or, = Or; > O; == mad ls 


OZ, 4 
AE 02 N s- e mds 
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OZ, T 
OZ = 032, > 0; = = = “rad / s; 
Z; 3 


Vo = @;Z; =Z 40 = acm 


4.8. O pană triunghiulară, cu unghiurile la bază egale cu a, se reazemă pe 
două piese A şi B, care se mişcă rectiliniu cu vitezele V) şi V}. Să se 
determine viteza v, a penei şi unghiul B pe care aceasta îl face cu 


verticala(fig.4.8). 


2 2 

p Jv +v + 2vv, cos20% v 

Răspuns: v, => 21? p= 
2cosa v +v, 


Fig.4.8 
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4.9. Prisma din figura 4.9 se deplasează în linie dreaptă pe un plan după 
legea s(t) = 0,02t(5-t)m. Pe această prismă se sprijină capătul A al unei 
bare OA de lungime 0,20m, articulată în O. Determinaţi viteza unghiulară 
şi acceleraţia unghiulară a barei la timpul t = 1s, dacă la acest moment f = 


60°, iar a= 30°. 


Fig.4.9 


Răspuns: o = 0,17rad / s;€ = 0,13rad / s*. 


4.10. Să se studieze cinematica mecanismelor diferențiale duble din figura 
4.10 în următoarele cazuri: a) brațul port-satelit fix; b) roata 3 fixă; c) roata 


l fixă. 
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Lă 
ZZ, 


Răspuns: a) O =, ; 
2 Za 


Lă 
ZiZa ; 
(z, -z,X ) 
Za S2 Azi Za 


Lă 
(z; + z, Xz, -z,) 
ZZ3 


b) O = 0 


c) @, = Oy 


YÑ 
NIN 
NN 


Fig.4.10 


4.11. Cunoscând sensul de rotaţie al motorului (1) (fig.4.11) şi că roțile (6) 
urcă pe planul înclinat rostogolindu-se fără alunecare, să se precizeze: a) 


sensul filetului şurubului melc; b) viteza centrului C al roților (6), în 
mişcarea de regim când turaţia motorului este n, = 3000rot/min.Sunt 
cunoscute: z, = 20;z, = 40; z, = 30; z% = 20;z, = 60; z; = 60; n = 2; 


r; = 200mm; R; = 300mm;r, = 200mm. 


Răspuns: a) filetul şurubului melc (4) este pe dreapta; 
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b) vc = 1,395 m/s. 


Fig.4.11 


4.12. Motorul electric (1) (fig.4.12) ajunge la turația de regim n, =1800 
rot/minîn 10 secunde. Cunoscând: z; =18;z, =36; z,=20;z, = 80; 
ni = 3,2, = 45; R, = 200mm; R; = 300mm;r, = 200mm, să se determine: a) 
sensul filetului şurubului melc (4), astfel încât semifabricatul Q să urce; b) 


spaţiul parcurs de semifabricatul Q în 12 secunde de la pornire. 


Răspuns: a) filetul şurubului melc (4) este pe dreapta; b) s = 1,465 m. 
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Fig.4.12 
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Capitolul V 
DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL 


5.1. Să se determine legea de mişcare pentru un punct material de 


masă m, aruncat în câmp gravitațional, de la înălțimea A cu viteza Vg 


care face cu orizontala unghiul a. Condiţiile inițiale la £ = 0 sunt: 


x =0; ž| a, = vocosa; 
Ii =h; Phi =w sing; 
z| =: | = 0 


t=t9 t=to 
Rezolvare: Ecuațiile de mişcare sunt: 
mă = 0; 
my = —mg; 
mž = 0. 
de unde: 
x =0, 
ja 
Z=0. 


Se obţine cu uşurinţă: 


a Aa ST, 
y=—gt+C,,; 
Pai OR 


şi legea de mişcare: 
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x = CI+ Ci 
L-a 
y= -7 PCL Ca 
z=C1+C;. 


Punând condiţiile iniţiale rezultă valorile constantelor de integrare: 


C, =v cosa; C, = nsina; C = 0; C,=0;C,=h;C=0. 


Fig. 5.1. Aruncarea în câmp gravitațional 


Deci ecuațiile parametrice ale traiectoriei sunt: 
x = vtcosa; 


i l 
y=h+v tsinga — pe: 


z=0. 


care reprezintă ecuaţia parametrică a unei parabole ce se găseşte în 
planul z = 0 (traiectoria este o curbă plană). Eliminând parametrul t 
între primele două ecuaţii se obţine: 


x 
i —— 
Vo COS Œ 


deci ecuația parabolei va fi: 
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y = h+ xtga ————. 
2v cos’ a 
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Să calculăm acum câteva elemente caracteristice ale mişcării în câmp 


gravitațional: 
a ) Durata mişcării 


Făcând y = 0 se obține: 
7 l 3 
0 = h+ v,tsin a — Piu 


sau: 
gt” —2vtsin a — 2h = 0 


de unde: 


v sin a + Jv? sin” a + 2gh 


1,2 


E 


Convine problemei numai soluția pozitivă: 


pai sin a + ]vz sin” a + 2gh 


2 


& 


Putem scrie: 


l, = la +i, 
unde: 
V, SİNA 
t Sti su usd etate 
g 


reprezintă timpul de urcare iar 


e ve sin? a + 2gh 
g 
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reprezintă timpul de coborâre, lucrul ce va fi demonstrat în continuare 


la pct. c. 


b) Bătaia (distanţa OA) 


vsina yvèsin? a +2gh 
+ cosa. 


X4 = Vob COS Q =» 
E 


Să punem condiția ca bătaia să fie maximă: 


Gea 
da 


= 0 


Efectuând toate calculele rezultă în final: 


de unde rezultă valoarea unghiului a care realizează maximul. Se 
obţine, după efectuarea calculelor corespunzătoare, valoare maximă a 


bătăi: 


4 
Vo 
— © + 2eh 
TN w a a v, +2gh 
"| gy2(gh +v) g \ 20; + gh) ` 
Am ținut seama că avem: 


2 
cosa = Jl-sin2a = |? jel 


2(v2 + sh) 


şi obținem după efectuarea calculelor Xmax : 
E P pa + 2gh 
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c) Înălțimea maximă se obţine punând condiţia anulării 
componentei vitezei după axa Oy: 

0=v, sina — gt 
Rezultă timpul de urcare: 

yav sin & 

8 

şi înălțimea maximă: 

H = h+vt, Sia aid ja aci) 

2 2g 

d) Viteza în punctul de contact cu solul se obține introducând ty 

în formulele componentelor vitezei: 


V, = Vo COS Q = Ct., 


v, =v sing — gt, = ave sin? a+2gh 
(componenta vitezei după axa Ox este, în tot timpul mişcării, 


constantă). Rezultă: 
vj ai +v =v? +2gh 


Relația se putea obține mai uşor utilizând teorema conservării energiei. 


Unghiul făcut de viteză cu orizontala în momentul atingerii solului 


este dat de: 


V Ax 


“sin? a + 2eh 
a _Xvesin? a g 


Va v sin & 
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d) Parabola de siguranță (fig.5.1.b) reprezintă înfăşurătoarea 
curbelor traiectoriei, considerând unghiul a ca parametru şi menţinând 
pe vo constantă în modul. Pentru a o determina se elimină parametrul a 


între ecuațiile: 


dy 
yla) a 


Deci, în cazul nostru : 


Y 


gx? A xX 
—h-xiga+ a =0 
d si 2v cos” a 
si: Fig.5.1.b. Parabola de 
dan siguranță 
x gx sina _ 


COSA vicos? a 
Din a doua relaţie se obtine: 


2 
îi 
tga = — 

gx 


şi introducând în prima relație pusă sub forma: 


2 
y=h + xtga — 5 (1+tg’a) 
2v 
se obține: 
2 2 
pe 
2g 2v 


deci o parabolă.Punând y = 0 se obține: 


ppo E 
2g 2v 


de unde: 
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x= X max z z V vo ga 2gh 
& 


adică punctul în care parabola de siguranță intersectează orizontala 


este punctul de bătaie maximă. 


Fig.5.1.c. Aruncarea de la nivelul solului 


Caz particular. 
Dacă punctul material se aruncă de la nivelul solului, se va introduce A 


= 0 în toate relațiile obținute mai sus iar rezultatele devin: 


Traiectoria: 
2 
gx 
VENENE a aE 
2v; cos a 
Durata mişcării: 
2v, Sina 
e a fr 
& 
Bătaia: 
2 eta 
ve sin 20 
== 
Eg 


Bătaia maximă: 
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Inălțimea maximă: 
2 2 
vó Sin” a 


E 


H 


Parabola de siguranță: 


2 2 
_ Vo 8x 


g7 D 


5.2. Să se determine mişcarea unui punct material aflat la capătul unei 


bare articulate. (pendulul simplu - legătură bilaterală). 


Rezolvare: In acest caz, neinteresând Deea 
reacţiunea din legătură, se va utiliza Și i 
teorema energiei cinetice. In punctul 


cel mai de jos al traiectoriei, punctul 


material va avea o viteză vọ, deci o 


energie cinetică Eo: 


l 
EF zo: 


Fig. 5.2. Legătura bilaterală 


Într-un alt punct de pe cerc, de exemplu A, va avea altă viteză, mai 


mică v ŞI o energie cinetică E: 


E =-mv*. 
2 
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Lucrul mecanic total al forţelor gravitaționale va fi: 
L = -mg Ah = -mg A,B = —mg(O4, — 0B)= —-mg(1 — cos 0) 
Teorema energiei cinetice va deveni: 


|, „31 
—mv“ — —mw: = —mel(l-— cos0 
Pi zo sil ) 


de unde va rezulta viteza punctului material în A: 
v? = va —2gl(L- cos) 

Pentru viteze inițiale mai mici decât 
v = 2gl(L- cos0) 


punctul material se va opri înainte de a ajunge în punctul cel mai de 


sus al cercului după care se va întoarce, având o mişcare oscilatorie în 
jurul poziţiei inițiale. Unghiul a care va determina poziţia în care se 
opreşte momentan punctul, deci şi amplitudinea mișcării este obţinut 
din relaţia de mai sus: 


2gl=vi VW 
2gl 2gl 


COS Q = 


Pentru a avea oscilaţii este necesar ca a < n deci cosa > —l, de unde 
rezultă: 
7 <4gl 

Vo & 
Dacă v; >4gl punctul material va parcurge în acelaşi sens cercul, în 
absența frecărilor fără să se oprească. Mişcarea va fi circulară. In cazul 
A 2 . A . 
în care vf =4gl viteza se va anula în punctul cel mai de sus al 


traiectoriei. In cele ce urmează vom arăta că acest lucru se întâmplă 


după un timp infinit de lung. Ținând seama de relațiile: 
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pi mire ca Ip 
dt 
avem 
T ds _€ ldo l |if de 
—= |dt= z - 
4 | je ee eee) i o aa 
4gl 2 


Integrala obținută este o integrală eliptică şi în general nu are soluție 
analitică. Rezultatul acestui calcul va reprezenta un sfert din perioada 
oscilaţiilor punctului material în mişcarea sa pe cerc (va determina 
perioada oscilaţiilor pendulului simplu). În cazul limită când ve = 4gl 


ŞI a = se obţine: 
cai | Í a 
2 g 0 COS — 
2 
| PER +, 3 
Cu schimbarea de variabilă sin Zi =u rezultă: 


1 
r=! aa l 
PAETE a E 


care la limită tinde către infinit. Punctul material se va apropia de 


1 
l+u 


l1- ulo 


poziția finală într-un timp infinit de lung fără a o atinge niciodată. 


Mişcarea va avea un caracter asimptotic. 
(Micile oscilaţii ale pendulului). In cazul în care amplitudinea 
oscilaţiilor este mică, acestea pot fi studiate cu uşurinţă dacă se face 


aproximația, destul de bună până la unghiuri de 0,1 rad, că unghiul 
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este egal cu sinusul lui. In acest caz ecuaţiile de mişcare ale punctului 
material vor fi: 


—G'sin 0 = ma, 
Gcos0-N=0 


unde a, =le = IO. Din prima ecuaţie, în aproximaţia sin0=0 se 
obține: 
-g0 =10 
sau 
+ 0"0=0 
unde s-a notat œ? = g/l. Soluţia acestei ecuaţii este de forma: 
0= acos(or+8,) 
Constantele de integrare a şi 6, se determină din condițiile iniţiale. 


Perioada micilor oscilaţii este: 


r- -2 |t 
O & 


5.3. Un punct material, legat cu un fir, se mişcă pe circumferința unui 
cerc sub acţiunea gravitației. Să se determine mişcarea acestui punct. 


(Pendulul simplu - Legătura unilaterală). 


Rezolvare. Presupunem legătura realizată cu fir, ca în figura 5.3. 


Ecuațiile de mişcare sunt: 
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2 


E = mRO? 


Gcos0-—S = ma, = 


- Gsin 0 = ma, =mRO 
Înmulţind ecuaţia a doua cu Ê se obţine: 


(- Gsin 0) = mR66 


sau prin integrare: 


Fig.5.3. Legătura 


2 
Gcos0+C=mR A unilaterală(cu fir) 
2 


Constanta C se determină din condiţiile inițiale. Se presupune că la 


momentul £ = 0 avem v =v, = RÊ şi 0, =1/2. Rezultă: 


o DE a Euuti 
2R? 2R 


Pentru unghiuri 0 mici se poate considera sin 0 = 0 şi mişcarea va fi 


oscilatorie armonică: 


mRO + mg0 =0 
sau: Ö+ 29 = 0 
R 
de unde: 


0= 0, coslot- o). 


Tensiunea în fir este dată de relaţia: 


2 


Si Gicos = A 
R 


Din conservarea energiei rezultă: 


2 2 
mv; mv 
= + meoRll —cos0). 
2 2 g ( ) 
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Atunci: 
2 2 
mv mv 
uam — 2mell — cos), 
T g( ) 
iar tensiunea din fir va fi: 
mv, A 


S = Gcos0+ 


— 2mg(— cos0)= a — mg(2—3cos0). 


Tensiunea devine nulă în momentul în care: 
ve = gR(2—3cos0) 
de unde: 


2gR-v; 
3geR 


cos = 


Se pot trage următoarele concluzii: 


e dacă 2gR- v; > 0 pendulul va executa oscilații; 


e dacă 2gR =v; rezultă @=7/2, iar pendulul va avea mişcare 
periodică la limită; 
2gR-v 


A <0, deci vi >2gR şi v S5gR tensiunea va 
& 


e dacă -1< 


deveni zero într-un punct din jumătatea superioară a cercului şi va 
urma o desprindere de pe cerc la momentul S=0 urmată de o 
mişcare în câmpul gravitațional; Există un punct în care reacţiunea 
se anulează. În această poziţie punctul material va părăsi legătura, 
iar mişcarea se va efectua pe o parabolă şi a fost analizată la 


mişcarea în câmp gravitațional. 
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e dacă vi >5gR atunci S #0 şi pendulul se va mişca în continuu pe 


cerc (mişcare circulară). 


5.4. Un punct material alunecă din vârful unei calote sferice. Să se 
determine: 
a) ecuaţia de mişcare a punctului material; 
b) reacţiunea normală N la un moment dat, înainte ca punctul 
material să părăsească suprafaţa sferei; 
c) punctul B în care corpul va părăsi sfera; 


d) locul (punctul C) unde punctul material va întâlni orizontala. 


Fig. 5.4 


Rezolvare: 
a) Ecuațiile de mişcare pentru punctul material, în coordonate 
naturale, sunt: 


ma, =G, 
ma, =G 


n 
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unde G, = Gsin şi G, =Gcos sunt componentele tangenţiale şi 
normale ale greutăţii. Rezultă 
mRO = mg sin 0 

fn = mgcos0-N 
Prima ecuaţie, care este o ecuaţie diferențială de ordinul doi, reprezintă 
legea de mişcare a punctului: 

RO = gsin 0 
Dacă înmulţim şi la dreapta şi la stânga cu 6 se obţine: 

ROO = gOsin0 
care oferă o integrală primă a mişcării: 


RÈ? 
2 


+C =-g cos 


Condițiile inițiale: t=0, theta=0, thetadot=0 oferă constanta de 
integrare C =-g deci: 


RÈ? 
2 


= g(l—cos0) 


Se poate obţine: 


= 40 = [28 acoso) 
dt R 


care este o ecuație diferențială cu variabile separabile: 


d0 
2g 
~ (l—cos0 
jE ) 


Se poate scrie: 


= dt 
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h d0 


t = 
2g 

0 |2 (1-cos6 

| (1 — cos0) 


Nu există o primitivă pentru funcţia de sub integrală, integrala fiind de 


tip eliptic şi putând fi rezolvată numeric. 


b) din ecuaţia a doua de echilibru rezultă: 
N = —mRO? + g cos 


Ținând seama că la punctul a) am calculat 07: 
0? = ZE (0080) 
R 
rezultă pentru N: 


N = mgcos0—mR6 = mg cosă- mR“ E (1- cos) = mg(—2 + 3cos0) 


c) în momentul desprinderii reacţiunea devine zero ( N = 0 ), ceea ce 
conduce la condiţia: 


0 = mg(—2 + 3cos0) 


de unde, dacă se notează cu a* unghiul 0 la momentul respectiv: 


cosa* = — 


d) Coordonatele punctului de desprindere B sunt: 
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Yg = Rcosa*=Ż R; 


xp = Rsina* = R41- (cos*)' = ISA 


Viteza punctului material în timpul desprinderii poate fi calculată 
utilizân teorema conservării energei mecanice în câmp gravitațional: 
E Ea 


2 
mgR = mgRcosa + 


de unde: 
2 2 
va > e ECE e 


Mişcarea va fi o aruncare în câmp gravitațional iar traiectoria va fi o 


parabolă. 


5.5. Traiectoria unui punct material, sub acţiunea unei forţe, este elicea 
cilindrică p=R=ct; z=ROIga. Viteza punctului în mişcarea pe 
elice este constantă v, . Să se determine forța F care determină 


această mişcare (dinamică inversă). 


Rezolvare: Ecuațiile de mişcare ale punctului material sunt: 
m(5-p0")=F, 
m(2p+ pb) = F; 


mž =F, 
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Întrucât p = R =ct avem b= p =0 şi atunci relaţiile se simplifică: 
= mpå’ =F; 
mp = F3; 
mz =F, 
Mai departe să folosim proprietatea că viteza de mişcare pe elice este 


constantă. Avem: 


252 

v2 = (DF + (pF + (EF =0+ 226 + RG? a = E € 

cos’ a 

deci: 

r P aia i ; ö=-0 

R 

Rezultă: 

F, sare vo cos a 

R 
F, =0 


Acestea sunt forțele care asigură mişcarea pe elice a punctului 
material, cu condiția ca la momentul inițial acesta să aibă viteza 
iniţială v, care sa facă un unghi de înclinare a cu tangenta la cercul de 


rază R. 


5.6. Un corp cade în câmp gravitațional, pornind din repaus. Se 


consideră că rezistenţa aerului este proporţională cu viteza aerului. Să 
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să studieze mişcarea corpului în acest caz dacă forma legii de 
rezistenţă din partea aerului este: R = Zeps? unde c este coeficientul 


de rezistență care depinde de forma corpului, p este densitatea 
aerului, S este secțiunea transversală a corpului perpendiculară pe 


direcția vitezei, iar v viteza corpului. 


Rezolvare: Legea de mişcare pentru corp se poate scrie: 


mž=G-R 
sau: 
2 2 
EEA | a [e 
2G u 
unde s-a notat: u? = a 
cps 
Ordinul ecuației diferențiale poate fi redus dacă se scrie: 
_dv __dvdz a 
dt dzdt dz 
rezultă ecuația diferențială cu variabile separabile: 
A dv gdz 
(u? _ v?) 2 
cu soluţia: 
| De ră &Z 
— —Inţu” -v J+C=*5 
Laht -e=€ 


Dacă fixăm originea în poziţia de lansare a punctului, cu orientarea în 


Jos, condiţia inițială revine la t=0, z=0, v=0. Rezultă: 
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—Inu+C=0 


şi atunci prima integrală poate fi scrisă: 


l Jar &Z 
— —Inlu“ -v^ J+ lnu = 
ehig 
Dna 
sau — In“ A -7 
u u 


2 gz 
SRS E a ei i 
Se poate face observația că dacă z creşte termenul e ” tinde către 0, 


deci viteza nu va putea depăşi viteza limită u. Adică un corp în cădere 


îşi măreşte viteza până la un moment dat, după care se va mişca cu 


: E 2G 
viteza constantă u = ,|- —. Mai de parte, se poate scrie: 
cpS 
2 gz 
dz E ID 
SE pi Ilia 
dt 
sau: 
dz 
= dt 
252 
u || l-e ” 


Integrarea ecuației diferențiale cu variabile separabile poate oferi legea 
mişcării. Integrarea numerică este cea mai potrivită pentru rezolvarea 


problemei. 
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5.7. Un punct material alunecă fără frecare într-un jgheab de forma 
celui din fig.5.7. Să se determine legea de mişcare a punctului material 
pe carc, reacţiunea când raza vectoare a punctului face unghiul a cu 
orizontala, înălțimea de la care trebuie lansat punctul, h, astfel încât să 


ajungă în punctul cel mai de sus al cercului de rază R. 


Rezolvare: Ecuațiile de echilibru dinamic sunt: 
X X=0: N+Gsina=F'; 
4 mý: —Gcosa=mRă 


Ultima ecuaţie dă: 


-gcosa=Ră . 


Preînmulțită cu & se obţine: 
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— gà cosa = ROG 


de unde, prin integrare rezultă: 


+2 


sa +C. 


— gsind = 


Constanta de integrare se obține din condițiile inițiale. Luăm 


momentul inițial momentul în care punctul material se găseşte în 


d su 7 : și 
punctul B, a zi şi notăm cu œ, derivata d în acel moment. 


Rezultă: 
Ro, 
= +C 
S 2 
; Ro, 
deci: C = g — : 


iar prima integrală a ecuațiilor de mişcare se va scrie: 


- gsing -g = Rá” — Ro, 
g 8 2 2 
de unde: 
Ro? 2 


sau: 


a=% o; Si 
dt R 


Rezultă o ecuație diferențială cu variabile separabile: 


da 
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care este o integrală de tip eliptic, integrabilă numai numeric. 
Reacţiunea normală N poate fi calculată fără a efectua integrala: 
N = F' — Gsina =mRă” — Gsina = 
= mRæ@? — mg(3sin a + 2) 
Punctul material se va desprinde de cerc în punctul în care N=0, deci: 
mRo: — mg(3sina +2)=0 
Ro! —2g 
3g 


sin æ = 


Condiţia 0 <sina <1 ne dă limitele între care trebuie să se afle a; 
pentru ca punctul să se desprindă de cerc: 


2 
Ro, -28 | 
3g 


0< 


Rezultă: 


2 <28 
R R 
Ca să aflăm înălțimea de la care trebuie lansat punctul material ca să 


ajungă în D punem condiția a =7/2. Rezultă: 


2 _ 
= 500 26, deci aa E SA va =R = 5gR. 
3g R 


l 


Din condiția ca energia potențială în A să se transforme în energie 
cinetică în B rezultă: 


E, = Ep 


mv _ m5gR 


mgh = 
£ 2 2 
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de unde: 


5.8. Să se integreze ecuaţia de mişcare pentru un punct material în 


cazul în care forța depinde numai de timp. 


Rezolvare: 

Ecuația de mişcare 
m = X(t) 

poate fi integrată obținându-se : 
mă = f X(t)dt + mv, 

şi apoi: 


mx = | ar] X (t)dt + mv (t-t, )+ mx, 


5.9. Să se integreze ecuația de mişcare pentru un punct material în 


cazul în care forța depinde numai de viteză. 
Rezolvare: 


Ecuația de mişcare este: 


mł = X(x) 


152 


CINEMATICĂ şi DINAMICĂ 


Se notează x =v şi v, =v,. Ecuația devine: 


dv 
Er At 


ap AN) 


Cu condiţiile inițiale: la £ = tọ avem v = vọ , ecuaţia diferențială este o 


ecuaţie cu variabile separabile, obținându-se : 


v mdy t 
= | dt=t-—t 
f X(v) to 0 


De aici, după integrare (dacă aceasta poate fi efectuată), se obține 


dependenţa t = t(v). Se poate proceda şi în felul următor; se scrie : 


dx = vdt = e 
XO) 
de unde, prin integrare, tinând cont de condiția inițială x(tọ) = xo , se 
obține: 
x V d 
f dx =x- X = | bai 
i "xG 


Rezultă şi o reprezentare parametrică x = x(v) şi t = tv) 


5.10. Să se integreze ecuația de mişcare pentru un punct material în 


cazul în care forța depinde numai de poziție. 


Rezolvare: 
Ecuația de mişcare este: 
mł = X(x) 


Teorema energiei cinetice ne dă : 
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mă” 
d = Xdx 
2 


de unde, prin integrare şi ținând seama de condițiile inițiale, se obține: 


E a x 
mă — mu =] X (x dx 


Xo 


Rezultă: 
rap P X(x)dx = pl) 
m “o 


cu p(x,)= vi >0. Atunci: 


care reprezintă o ecuaţie diferențială cu variabile separabile. Semnul 
funcției este decis de semnul vitezei iniţiale v. Dacă aceasta este 0 , 
sensul deplasării şi implicit semnul este dat de direcția forţei. Se 


obține: 
| 2 DoT 
»+yolx) 


Deci, dependenţa lui rca funcție de x. Dacă este posibil să inversăm 


relația obținută avem şi x ca funcție de t. 


5.11. Un con având unghiul la vârf 2a se roteşte în jurul axei sale cu 
viteza unghiulară œ, constantă, figura 5.11. Un punct material M de 
masa m se poate deplasa pe generatoarea conului. Să se determine 


poziția de repaus relativ (înălțimea h) a punctului material M şi 
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reacţiunea peretelui N. 


Fig.5.11 
Răspuns: h = — N = 2a 


5.12. Inelul M cu masa egala cu m se poate deplasa pe bara circulară, 
netedă AB. Dacă suportul OO,AB se roteşte cu viteză unghiulară 
constantă ©, se cere să se determine poziția de echilibru dinamic a 


inelului (unghiul a) şi reacţiunea normală pentru această poziţie (fig. 
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5.12). 


Răspuns: a = arccos & ; N, =mo?R. 
Ro? i 


5.13. Bara Oa se roteşte în plan vertical în jurul punctului O cu o 
viteză unghiulară constantă œ = 3rad/s. Dacă punctul a = 0, corpul 
de dimensiuni neglijabile şi de masa m este plasat la o distanţă / = 450 
mm față de punctul O, se cere să se determine coeficientul de frecare 
u pentru poziția de echilibru dinamic şi reacţiunea normală pe bară 


când a = 45 (fig. 5.13). 


Răspuns: u = 0,4144; M = 0,705mg. 
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Fig.5.13 


5.14. Axul circular de rază R se roteşte în jurul axei verticale Ox cu 


viteză unghiulară constantă ©. Un inel (M) de dimensiuni neglijabile 


Fig.5.14 


157 


Culegere de probleme 


şi de masă m se deplasează fără frecare pe acest arc. Se cere să se 
determine viteza relativă a inelului M şi reacţiunea arcului într-o 
poziţie oarecare definită de unghiul a. La momentul iniţial M se află 


în M, (a = 0) şi are viteza V, (fig. 5.14). 


Răspuns: 


js T + 2gR(1— cosa) + o” R? sin? a 


2 
N = m| g(2-3cosa)+20°Rsin? e 


N, = 2mov,cosa şi N=A N? +N? . 


5.15. Un punct material M de masa m se poate mişca fără frecare în 
planul xOz care se roteşte cu viteză unghiulară œ constantă în jurul 
axei verticale Oz. Să se studieze mişcarea relativă a acestui punct, 
ştiind că în momentul iniţial se află în M, (x, = 0,y = 0,z = 0) având 
viteza relativă inițiala egală cu zero şi să se determine reacţiunea 


planului (fig. 5.15). 


Răspuns: 


2z pei 
x=a-c-h:|.| — |- ecuaţia traiectoriei relative; 
& 


N=2m-@ -a-c-h-@t - reacţiunea planului. 
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5.16. Un tub OB se roteşte în planul orizontal, în jurul unei axe 
verticale ce trece în extremitatea O, cu viteza unghiulară constantă. În 
interiorul tubului se deplasează de la M spre B un punct material M de 
masa m. În momentul iniţial punctul se află în M (OM=a), viteza sa în 
raport cu tubul fiind nulă. Să se determine legea de mişcare a 


punctului, precum şi reacţiunea tubului. 


Răspuns: 


y = os la a — a) - legea de mişcare; 


E l l 
N= mila?0 (a “e a) +g° - reacţiunea tubului. 
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Fig.5.16 
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Capitolul VI 
MOMENTE DE INERȚIE 


6.1. Bara considerată are masa m şi lungimea L (figura 6.1). Nu are 


importanţă forma secţiunii cu condiţia să fie constantă. Dacă originea 


axei x se alege în centrul barei se obține: 


Ja = |?dm = | = 


| 


unde s-a notat dm = m/ Ldx. 
Dacă axa (A) trece prin capătul barei se obţine, 
corespunzător limitele de integrare: 


D 
Ja 


3 


modificând 


Fig.6.1 Bara omogenă Fig.6.2 Sfera plină 
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6.2. Să se determine matricea momentelor de inerție pentru o sferă 


plină de masă m şi rază R (figura 6.2).. 


Rezolvare: Sfera considerată are masa m şi raza œR. Datorită 
simetriei Aan op za ŞI d de da A 
Rezultă: 
3J =J yt Jy ta = 
= i? +2 um+ fh? +x im+ [e + y° dm = 
= 2j +y? +z° Jim = 2| r°dm = 2J9. 
Calculăm Jo. Elementul de masă dm este ales o coajă sferică de rază r 


şi de grosime dr care are volumul: 


dV = 4nr?dr 
ŞI masa: 
2 
dm= Anr dr = UF A 
V 4r R 
deci: 
2 2 3mr-dr 2m 2 
J =“|rd i = rdr = mR” 
„= frăm= ije e asagn 
1 0 0 
l Dal 
Rezultă: [10 ]= mR 0 1 0 
0 0 1 
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6.3. Să se determine matricea momentelor de inerție pentru o sferă 


goală. 


Rezolvare: Sfera are raza exterioară Ry, raza interioară R, şi masa m. 
Se obţine: 


2 2 
E AR mR ai gmRa 


XX 


unde m; şi m, sunt masele sferelor de raze R; şi R2. 


Avem: m=m.-m); 


== Ea RÈ); 
m m 
=-—V = R? ,; 
m; V 1 (R? - RÈ) | 
m m 
== R>; 
mMm, y? (R: - R?) 23 
2 m 
J Zn R- R? 
XX e. 1 :) d 
2m(R5 - R5) a 
[J] = 40 1 0 
5 R -R; 020 


În cazul unei suprafeţe sferice, deci când R, > R, = R, se obţine prin 


trecere la limită: 
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6.4. Să se determine matricea momentelor de inerție pentru un 


paralelipiped dreptunghic. 


Rezolvare: Paralelhpipedul are 
laturile a, b, c şi masa m. 


Datorită planelor de simetrie 


ale paralehpipedului se poate 


scrie: Jy Sl da =Q. 
Avem, de asemenea : 

J x T J ox Jiga 

Jy = Jo float 


Fig.6.4.a. Paralelipiped dreptunghic 
J, E J „oz + dag 


Deci a calcula momentele axiale de inerție revine la a calcula 


momentele planare de inerție. Astfel: 


Joy = | z°dm = fz az = [zdz = n 


În mod analog se calculează: 
ma’ mb 
yOz 1 2 zOx 1 2 s 
Momentele centrifugale de inerție sunt nule, paralelipipedul având trei 


plane de simetrie. 


Va rezulta matricea momentelor de inerție sub forma: 
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bte 0 0 
_m 2 2 
[Jal = 0  c2+a 0 
12 P? 
0 0 a° +b 


y 
7 a 
= x 
ri z 
Fig.6.4.c. Placă Fig.6.4.b. Bară de secțiune 
dreptunghiulară dreptunghiulară 


Cazuri particulare. 
a) placa plană de formă dreptunghiulară. 
Vor exista relațiile c << a şi c << b. Atunci pentru matricea 


momentelor de inerție se poate considera valabilă expresia 


aproximativă: 
b’ 0 0 
[J -Z0 2 0 
12 n 
0 0 a+b 


b) bară cu secțiunea dreptunghiulară. 


Există relațiile: a << c şi b << c. Se obține: 


c 0 0 
Jl” o g ol. 
O 

0 0 0 
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6.5. Să se determine matricea momentelor de inerție pentru un 


cilindru circular drept. 


Fig.6.5. Alegerea elementelor de volum pentru evitarea 


calculului unor integrale triple 


Soluţie: 
Datorită simetriei cilindrice avem: J,, =J,,. Vom calcula J. care se 


poate obține cu uşurinţă dacă se consideră un element de volum tip 


tevă de grosimea dr (fig.6.5.b): 


J. = [G hm = [ram fe 207 ar = [rar 


2 


Am calculat anterior masa volumului elementar: 


m 
2 


dm =  2nrdrH = 2nHrdr = rar Ă 


Mai departe, putem scrie: 
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2J, E E n =f? +22 him + [le + 2? im = 


= [loc + y” )dm+2|z"dm = 3. +2Ja, - 
y 


Rămâne de calculat momentul de inerție planar J „o. Pentru aceasta se 


alege un element de volum elementar(disc), obținut prin secționarea 


cilindrului cu două plane paralele, perpendiculare pe axa cilindrului 


(fig.6.5.b) . Avem: 


H 2 
H 

Joy = fz°dm = |z dz = maza = a 
2 


Masa volumului elementar dm este: 


m 
R? 


dm= nR’ dz = nR2dz = 1 dz 
V H 


XX 


. l 
Atunci, vom putea scrie: JJ Sau t Jo 


2 


mR?’ 
+ 


4 


Din considerente de simetrie J „=J, =J„=0 


momentelor de inerție este: 


2 2 
mR mH 0 0 
4 12 ; : 
[/.]= 0 ii E i e 
4 12 
0 0 mR? 
2 
Cazuri particulare: 


a) disc H << R 
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mR? 0 
4 “E 
Jp ]=- 0 7 o |=” Jo 1 0 
mR? 0 0 2 
0 
2 
b) bară cilindrică H >> R 
2 
mH 0 0 
12 z pae N 
[7;]=| 0 Z 0|= 010 
12 12 
0 0 0 0 0 0 


6.6. Să se determine matricea momentelor de inerție pentru un tub 


cilindric de masă m cu raza exterioară R; şi raza interioară R> . 


R, 
Soluţie: È 
y mR mH?’ m,R} m,H’ 
s 4 12 4 12 
m mR? m mR? 
Mii e a LL DE a ; 
V Ri R; V Ri - R; Fig. 6.6 
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PESIS m ET A 
Im Sina R? — R? (Ri -Ri )+ 12 
m(R? +R?) mH’ 
4 12 
m R? m,R? m J så m(R? + R2) 
d = 2 2 a 4(R? P R4)= 2 
m(R? +R?) mH’ i r 
4 12 Su , 
[J] 2 0 m(R; + R; ) mH 0 
4 12 
7 r m(R? + R2) 
2 


Pentru un cilindru gol, cu masa distribuită numai pe periferie, 


R =R, =R. 


2 pi 
mR mH 0 0 
2 12 | 
R H 
EAS 0 Laa 0 
2 12 
0 0 mR’ 


6.7. Să se determine matricea momentelor de inerție pentru un con 


crcular drept, faţă de un sistem de coordonate cu originea situată în 


centrul bazei. 


169 


Culegere de probleme 


Fig.6.7 
Soluţie: J. =]aJ. =] amr 
. zz zz 2 
2 
dm =" = - T Ba A 
4 RH RH 
r E e s a 
R H R H R 


4 
pa H pE Sm Pe ride = mR?; 
0 2R'H R 2R“ 10 


2J =J tdg =f? +22 m + [le + 2% him = 


= [e + kim +2] dm =. +2J 


xOy ? 


23mr [2 3m(H -zy R? 


Joa 2 dr R E dz = 
3m çHf ir 3 4 mH’ 

=— | (Hz —2Hz +z = ; 
H?’ , y 10 

Id mR miri 
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2 2 
3mR Fi mH 0 0 
20 10 ă , 
EA că 0 3mR + mH 0 
20 10 
2 

0 0 3mR 

10 


Momentele centrifugale sunt nule întrucât conul admite planele de 


simetrie xOz şi yOz. 


6.8. Să se determine matricea momentelor de 


inerție pentru o semisferă. 


Soluţie: 
r"dm r'3mr'dz  3m ru 
Tea i ir maia 2x2R° E 
5 
= uA (R? -z f dz= iza Zeppo 2 
4R 4R 3 5 5 
A Sa td Sa t2loy 3 
2 
D= [ztdm = [2 E = 
3m eR sfa 3 3m ( RR? ; 
=— R -z = z =-mR 
2R? Í, a 2R? 3 
1 Dă 
Ii = a +J oy TR 
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6.9. Să se determine momentul de inerție al unui segment sferic faţă de 


axa sa de simetrie. 


Soluţie: 
nm 4 2 2 2 
J =z |y dx; =r—x 
i, =) y 


Rezultă: 


2 sa 
=E rit -x)- ara ay en L 


Cazuri particulare: 
r r 203 nm3r?  203mr? 
a) X == Xa =—_; Jo = 5 = 
2 480 4nr 640 
2 40) i 
Îi e = Pi 03 mm3r” _ 203mr 


“060 4nrî 1280 


53 nm3r* _ 53mr* 
960 4nr* 1280 


c) x, = Zi x, =r (calota sferică), J, = 


A 3 2mr? 
d) x, =—r,x, =r (sfera întreagă); J E 
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6.10. Să se determine momentele axiale 
de inerție pentru un trunchi de con cu 
RR lk > R,) ŞI i 


razele bazelor 


înălțimea H. 
Soluţie: Fig.6.10 


mH? 3 2 


JI, = miki + 


720 
G 
R 


3 
2 
1 


Hr 


——m 
10 20 °° 10 


H-H =H 


1 


3m(R? -R3) 


3 3 3 m a 5 
=m R ——mMR, = 
Be ep a O TR ! :) 
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Pentru a avea simetrie sferică trebuie ca: 
3m(Ri -R3)  mH?(R?-R3) _3m(R —R:) 
20(R? T RÀ) 10(R? = R; (R, z R, ) 10(R? E R) 


de unde: 


= (a -R,). 


6.11. a) Dacă un corp are două plane de simetrie neperpendiculare, 
atunci orice axă perpendiculară pe dreapta determinată de intersecția 
celor două plane este o axă principală de inerție (simetrie cilindrică). 

b) Dacă un corp are trei plane de simetrie neperpendiculare, atunci 


orice axă este axă principală de inerție. 


Soluţie: a) Alegem Oz = (n, )n(n,) unde 
(n) şi (7) sunt planele de simetrie şi 
Ox e (n, );0X e(n,) deci x0Oz=(n,) şi 
XOz = (7, ). Simetria existentă impune ca 


matricea momentelor de inerție să aibă 


forma: 
te 0 a Jo 
[7 0 Ay 0 
F Jo 0 J. 


în sistemul de referință Oxyz şi forma: 
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Je W Sl 
[J j= 0 J, 0 
v Ja 0 J 


în sistemul de referință OXYz. 
Matricea care face trecerea de la sistemul Oxyz la sistemul de referință 


OXYz este: 


c s 0 
[R]=1-s ce o], 
0o 0 1 


unde s-a notat c = cos 0 şi s = sin 0. Avem deci: 


eJ +J, (Ja -J,e -Jp 
[4] = [R] RA [R] = (J. E JI e A + Edy ca SI 
E CJ i SI z 5 


Egalând cele două expresii obținute pentru [J d | prin identificare 


rezultă J = J. = 0: iar matricea momentelor de inerție în orice 


px 


sistem cu axa Oz = (n, ) (n, )va fi: 


J 0 0 
[o]=|0 7 0 
0 0 J, 


Elipsoidul de inerție va fi un elipsoid de rotație şi spunem că avem 


simetrie cilindrică. 


b) Fie Oz =(n,)ao(n,) şi Oz'=(n,)^(m,). Faţă de sistemul Oxyz 


avem: 
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J 0 0 
[J ]=10 J, o], 
0 0 J, 


iar față de O'x''z' avem: 


JV 0 0 
[J ]=10 „ 0 
0 0 


Utilizând rezultatul obținut la a) în acest caz vom avea simetrie 
cilindrică, deci: J; = J> şi J{ = J}. Invarianții matricei momentelor de 
inerție sunt: 

I =2J +J, =2J +J; 

L =J? +2] J, =J? +2; 

L =J}J, Sdo, 
Din cele trei relații putem exprima pe J} în trei moduri: 


E pa Sp RR a 2 A 


J; = 249, -Ji )+J, = 2 J? 
| | 


cu soluţia: J, = J'; J, = J!. Dacă notăm cu fe, !=|a B yf versorul 
axei Ox, avem: 
Ji = {e} Volla }= 0J, PE EJ =J, +y’ (J -J,) 


întrucât: a° +B? +y° =1. Dar J! =J, deci J, = J,. Rezultă: 


J 0 0 10 0 
[J ]=10 J, 0Of=J]0 1 0|=J [E] 
0 0, 0 0 1 
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şi va fi aceeaşi oricum am alege sistemul de referinţă. Intr-adevăr, în 


sistemul arbitrar ales Ox*y* z* avem: 


IL; ]= RI ]- JR f ela ]- J [E] . 
Orice axă va fi axă principală de inerție iar elipsoidul de inerție va fi o 


sferă (simetrie sferică). 


6.12. a) Să se determine mulțimea punctelor din spațiu pentru care 
matricea momentelor de inerție calculată pentru un rigid prezintă 
simetrie cilindrică. 

b) Să se determine mulțimea punctelor din spațiu pentru care 


matricea momentelor de inerție prezintă simetrie sferică. 


6.13. Pentru cubul de latura a să se construiască elipsoidul de inerție 


într-unul din colțuri. 


Soluţie: Cubul este paralelipipedul dreptunghic cu laturile egale 


a = b =c, deci în centrul de masă matricea momentelor de inerție va fi: 


g (010 
Pel- 10 
0 0 1 


Prin translația de coordonate 3-22] în unul din colţuri, se 


obține, aplicând teorema lui Steiner: 
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EN) e să 
+ | — PS ai E a SI SS: 
Ma” sai i e: A i 
EAG O 1 0|+M| -> S me 
TE 4 2 4 
È fa 
4 4 (2 
P 8&8 -3 -3 
Tua E E 
12 
-3 —3 8 


ii 
sl» 
li) 


Ecuația caracteristică: 


Be -3 -3 


-3 8-A -3 =0 
-3 -3 OA 


F 


ne dă: A, =2; à,,=11 Fig.6.13. Construcția 


Momentele principale de inerție vor fi: elipsoi-dului de inerție 


pentru cub 
Ma? Ma? 
si Map a Mae, 
12 6 
Ma? 11 
Ja = a) n = Ma. 


Pentru A = à, =2 se obține vectorul propriu {v; } din sistemul: 


30. 2400, «8 e 


-3 -3 8—2l|le, 
cu două ecuații independente: 
2e, —e, —-e, =0 


-e +26, —e,=0 
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A = saie 2 2 2 : 
care împreună cu condiția de normare: ef +e5 +e; =1 are una din 


soluții: 
e =e, =e B 
a a 3 
deci: bes Su 1 1} 


Pentru à =à, =11 rezultă o singură ecuaţie independentă: 
-e -e,-8,=0. 
Pentru a o rezolva alegem spre exemplu e =e, care împreună cu 


e? +e, +e, =] dă, luând e, >0: 


Vectorul {v; + îl alegem din condiția ca triedrul format din {v; },{v2 }, 


{v; } să fie drept. Avem: 


V, =V XV a y 
3 ENY 7 7 J 
2 
e aT 
2 
Față de sistemul Oxyz elipsoidul de inerție este: 
8 -3 —3||x 
[x y z]| -3 8 —3|iyi=k? 
-3 -3 8 ||z 
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sau: 
slx? +y’ + 2? )- 6(xy +yz + 2x)= k’ 


iar față de sistemul principal de cordonate OXZY: 


2 0 O0||X 
[x y Z]lo 11 0ȘKY>=k, 
0 0 IliZ 
sau: 2X? +11? +Z?)=k” (elipsoid de rotație). 


Observăm că la determinarea celui de-al doilea vector propriu, acesta 
poate fi ales arbitrar în planul perpendicular pe fv} (condiția 
—e, —e, —e, =0 ). Acest lucru reflectă simetria cubului față de axa 


OX ( prima axă principală de inerție). 


6.14. Pentru optimea de sferă de rază r 
din figură să se determine momentele 
principale de inerție şi elpsoidul de 
inerție faţă de sistemul Oxzy. Să se 


determine punctele din spaţiu pentru care 


matricea momentelor de inerție prezintă 


l l l Fig. 6.14. Calculul 
simetrie sferică. momen-telor de inerție 
pentru un sector de sferă 


Soluţie: Utilizând coordonatele sferice: 
x = psin cos Q; y = psin sin 0; z = pcos 0 
dV = dxdydz = Jdpd6dgp = p° sin 0lpdddgp 
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calculăm momentele de inerție planare, care vor fi egale: 


2 
mr 
Joy z J oz = J ox = 5 
= 2 
Rezultă: Ja = Joy tos = Pia ; 
şi analog: 
2 
Jy da = Zmr 


2 2 
d st) imi res T ; 
sul DE Sl sl 
deci: |J, ]= As la 
ST 
-1 -1 zx 


unde m este masa corpului. Ecuația caracteristică: 
CĂ -l -1 
-] v-à  —l|=0 
-1 —l z-àÀ 


are soluțiile A, =m-2;à,,=m+1 deci momentele principale de 


inerție sunt: 


2 
2mr 


2 
DEI ajeta ce 
Sm 


J, (77 + 1)= 0.5273mr? 


5m 
Sistemul linear: 
T—A -l -1 ||e 
—l n—A -l ke,r=0 
-1 -1  n-Alle, 
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pentru à = à, oferă ecuaţiile independente: 
2e, —e, —e, =0 


-e +2e,-e,=0 


^ x tis 2 2 2 x 
care împreună cu condiția: ef +e; +e; =1 dă: 


V3 
e =e, =e, = aa 
7 43 
Alegem vectorul propriu normat: tv, = zi l 1]. Pentru à =À, 


rezultă o singură ecuație independentă: 
e +e, +e, =0 
la care se adaugă condiția de normare. Alegând spre exemplu e, =e, 


se obţine, luând e, >0 : 


BB 5 
e =—;e, =—;e, =-2— 
5 5 
deci bn) = Si 1-2] 


Pentru A =À, , se pune condiţia ca triedrul format cu {v; },{v2 }, {v3} 


să fie drept. Rezultă: 


= 20 -1 0] 


Elipsodul de inerție raportat la sistemul Oxyz va fi: 
m -l1 SLI | 
[x y z] -1 n -l|sy=k? 


-] -1 rnll|z 


sau: 
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(x? +y’ + LL 2(xy +yz + zx)= k? 
Faţă de sistemul de coordonate cu versorii {v;}, {v2}, {v3}, ecuația 
elipsoidului va fi: 


m-2 0 0 |[X 
[x Yy z| 0 z+1 0 KY>è=k 


sau: 
X’ (n-2)+(Y? +Z?) (n+1)=k? (elipsoid de rotație). 


Axa OX este axă de simetrie cilindrică. Matricea momentelor de 


inerție în centrul de masă (Š RSR AR va fi: 


pa 0 0 ` 9 
[J ]=-4]| 0 n+1 0 -m0 (2) PP 0 |= 
ST 8 
0 0 +] 3 2 
o 0 (2) r’ 
8 
n-2 0 0 
2mr? PR i 
57 128 
0 g eat 
128 


Cum J, >J, =J, rezultă două puncte în care există simetrie sferică şi 


T A un 2 35r _3] 
m Sr! 128 
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6.15. Să se determine, pentru un cilindru circular drept, punctele 


pentru care momentele de inerție prezintă simetrie sferică sau 


cilindrică. 


Rezolvare: Efectuând translaţia: O'(x, y,z) , avem: 


| MR? MH? T 
eD -mly +z ) a 
[/o ]= — Mxy as Ma Mb? +22) 
4 12 ! 
— Miz — Myz ali 


L 


— Mxz 


— Myz 


+Ml +y?) 


Dacă dorim să avem simetrie sferică trebuie ca momentele 


centrifugale să fie nule, deci: 
xy=yz=zx=0 


şi momentele axiale să fie egale, deci: 


MR? MH?’ MR? MH?’ MR 
+ + Mp +z°)= + + M(z? +0 = + ME 
4 12 12 2 

Primele trei ecuaţii au sistemul de soluții: 

a)x=0,z=0; b)y=0,z=0; c)x=0,y=0; 
Pentru cazul b), din al doilea sistem, se obţine: 

2 2 2 2 2 
MR „ MH _ MR MH mp = MR PV 


4 12 4 
deci x=0;y=0; H = R43 


12 


Deci, dacă cilindrul are 


2 


înaltimea 


H = R43, prezintă simetrie sferică şi orice axă care trece prin centrul 


de masă este axă principală de inerție. Momentele principale de inerție 


vor fi: 
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MR? 


Dacă x = 0;z =0 se obţine: 
MR? MH?’ > MR? MH? MR? 
+ + My‘ = + = + 
4 12 4 12 2 
de unde y = 0; H = R43 (aceeaşi soluție). 


My’ 


simelrie sferica 


H=RB H> RB H< RB 
Fig. 6.15. Elipsoizii de inerție pentru cilindrii cu înălțimi diferite 


Dacă x = 0, y = 0 se obține: 


2 2 2 2 2 
MR „MH mz = MR „MH Ma MR 
4 12 4 12 2; 
de unde rezultă: 
2 2 
Foe a SU eg) 
4 12 12 


Dacă H < R43 există două puncte S; şi S2 de simetrie sferică: 


s[00-2 3 -H° ) soda za 
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Dacă H > RV3 nu avem puncte de simetrie sferică (z < 0) . Figurăm 
(fig.5.14) elipsoizii de inerție în cazurile H = R43; H>RJ3; 
H < R43. 


6.16. Să se construiască elipsoizii de inerție pentru următoarele 
corpuri: a) cub, sferă, tetraedru regulat, b) cilindru, paralelipiped 
dreptunghic cu două muchii egale, c) bară, faţă de sisteme de referință 


plasate în centrul de masă,. 


a Elipsoidul de inerție 
= sferă 


Fig. 6.16.a. Cub, sferă, tetraedru regulat 


Soluţie: 
a) Cubul, sfera, tetraedrul regulat au simetrie sferică faţă de centrul 
de masă deci momentele de inerție principale egale. Matricea 


momentelor de inerție este: 


J O 0 
[J ]=10 J 0 
0 0 J 


deci elipsoidul de inerție va fi o sferă 
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Jh? +y’ +z’ )= k?’ 


b) Cele două corpuri au simetrie cilindrică, deci matricea momentelor 


de inerție va fi: 


Elipsoidul de inerție 
= elipsoid de rotație 


Fig. 6.16.b. Elipsoizii de inerție pentru corpuri cu simetrie 


cilindrică 
J 0 0 
[J al> 0 J 0 
0 0 J, 
Elipsoidul de inerție va fi un elipsoid de 
rotație. , Elipsodul de inerție 
Bară este cilindru circular drept 
Fig.6.16.c 
c) Plasând axa Oz de-a lungul barei, avem: 
J 00 
J.]=]0 J o 
0 0 0 


deci elipsoidul de inerție degenerează într-un cilindru: 


J[x? += 


187 


Culegere de probleme 


6.17. Să se determine punctele de simetrie sferică pentru conul 


circular drept. 


Soluţie: În centrul de masă C al conului (00) matricea 


momentelor de inerție este: 


[/.]= [a] M|D JF 


2 2 
Roa i i H? 5 
20 10 A Ă 16 Ă 

E nan le eE 
20 10 16 
a 3R? 0 0 0 
10 
2 
1+ > 0 
MR? H’ 
3 0 1+ 3 0 
20 4R 
0 0 2 


Rezultă axa Oz ca fiind axă de simetrie cilindrică. Punctele de simetrie 


sferică sunt date de relația: 


sn, le A e R a 
12 = — = 2 
4 M 4 \20| 4R 


Astfel: 


2 


e dacă 1-—— >0 „adică H <2R avem două puncte de simetrie 


sferică; 
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2 
e dacă l— 


n? =0 „adică H =2R centrul de masă este punct de 
simetrie sferică; 


H? 
e dacă 1— i 
4R 


<0; , adică H >2R nu avem puncte de simetrie 


sferică. 


6.18. Să se calculeze momentele axiale de inerție pentru paraboloidul 


de rotație 2y=z? +x° , mărginit de planul y=2. Corpul are masa m. 


z 2m 


Fig.6.18 


6.19. Pentru prisma din figura 6.19, de masă m, să se determine 


momentele axiale de inerție şi momentul centrifugal Jy. 
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Fig.6.19 


6.20. Să se determine momentul de inerție mecanic, J „al triunghiului 


din figura 6.20 utilizându-se teorema lui Steiner şi momentul de 


inerție al dreptunghiului. 


Rezolvare: Expresia momentelor de inerție 


faţă de axa G,x, este: 


bh? 

10) Pa” 
1 pbh? _ pbh” 
(0) 2 12 24 


Pentru determinarea momentului de inerție faţă de axa Ox trebuie 
făcută următoarea observaţie: 
- translația axelor din poziţia Ox, pentru triunghi, se face în 


două etape: 
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a)  translația axei G,x, în poziția G,x,, se face prin apropierea de 
centrul de greutate al triunghiului, deci momentul de inerție scade; 
b)  translația din poziţia G,x, în poziţia Ox are loc prin îndepărtarea 


de centrul de masă al triunghiului, deci momentul de inerție creşte. 


h bh (hï bh 
Jid > Ja) + = 


_ bh bh? bhè) bh? 
AA R RIE 


Observație: Momentul de inerție al triunghiului față de axa G,x, este 
jumătate ca valoare din cel al dreptunghiului, deoarece repartizarea 
maselor celor două triunghiuri, obținute ducând diagonala pătratului, 


față de axa G,x, este aceeaşi. 


6.21. Un disc omogen de masă m şi rază r este montat înclinat cu 
unghiul æ față de planul normal la axa de rotație AB ce trece prin 
centrul său de greutate G. Să se determine momentul de inerție 


centrifugal J .. 


Rezolvare: Dacă se mai alege un 
sistem de referință Gx'y'z', orientat 


după axele de simetrie ale discului, 


momentele de inerție raportate la 
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sistemul faţă de sistemul Gxyz se vor exprima, în funcţie de 


momentele de inerție faţă de sistemul Gx'y'z', prin relația 
[J lov- = RI lol] = 


te), Weh deh [le te) 
=| fe} keh tele) te) 
eheh tele) {e 

Dacă: 


Re e ex|-le, te tt RE 


Ex, Exp €33 
se poate scrie 
Ji = te), [J'le) 
Pentru cazul nostru particular avem: 
e ia Se, J. 0 
Disse A AR A 


In cazul de faţă cosinuşii directori vor avea valorile: 
e =cosa, e, = cos(90" + a)= sina, 
ep = cos9%0 =0, e = cos9%0 =0, 

e = cos(90 = a)= Sina, €, =cosa. 

Prin urmare: 


J =—Jicosa -sina +J, sin a-cosa = 


XZ 


= sina -cosa(J! —J!) 
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Ținând seama că: 


r 
J! =m—, J! =m—, 


X 


rezultă 


P W 
Ju =m— sing :cos& = m—sin?a. 
4 8 


6.22. Tija 1, de lungime / şi masă m,, este articulată în A de piesa 2, 
de masă m, , în mişcare de translație cu viteza u (fig.6.22). Când tija 1 
face un unghi &, cu verticala dusă prin A, are viteza unghiulară œ. Să 


se determine energia cinetică a ansamblului. 


Rezolvare: Tija 1 are o mişcare 
plan-—paralelă, deci energia cinetică 


este: 
l > 1l 2 
E =-mvź +J- O. 
ID 1G “s 


Viteza punctului G se compune din 


viteza de transport u şi viteza 
relativăv,„ = o. Din triunghiul vitezelor (fig.12.8) se obține: 


2 2 2 
vg =U" +v +2uv, cosa. a 


Pe de altă parte 
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P m° ml 1 
J=], +m aut =m. 
a E 4 12 ' 


Înlocuind aceste date obținem 
1 2 2 r 1 222 
E =-m| u +o —+uolcosa |+— ml o = 
2 4 24 


l >a 1 
= —myu“ +—mloucosa. 
2 6 
Piesa 2 are mişcare de translație, deci energia cinetică a ei este: 


E, = mau + 


Energia cinetică a ansamblului va fi: E = E +£, 


l 
E= (m + mu” timba P OO 


6.23. Să se determine energia cinetică a sistemului format din piston, 


bielă şi manivelă (fig.6.23). 


Rezolvare: Energia cinetică a 
pistonului este: 


E, = Moe, M, fiind masa 


pistonului. 


Energia cinetică a manivelei OB, de 


moment de inerție J o» față de axa 
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ei de rotaţie ce trece prin 0, având viteza unghiulară @ , este: 
1 2 ; , ; ` 
E, = 3100) „ deoarece manivela are o mişcare de rotaţie cu axă 


fixă. 
Biela având o mişcare plan- paralelă, energia cinetică a bielei este: 


l 
E, = Jo» 


J, fiind momentul de inerție al bielei în raport cu axa paralelă cu axa 
de rotaţie şi care trece prin centrul instantaneu de rotaţie Z, iar &,- 


viteza unghiulară a bielei în jurul punctului I. 


Energia cinetică totală va fi: 


E = JE = My? due todo 
V; şi O, se pot exprima în funcție de œ; pentru punctul A se poate 
scrie: 

v =v;=0, TA, 
Viteza butonului manivelei (punctul B) este: 


v, =@:0OB =o,-IB; 
Ba B 
rezultă: o, = Cop: şiv; = LAN i 
IB IB 
Cu acestea se obține: 


2 D TA2 R2 
E=% |M L E e pai ; 
2 ' IB IB 
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6.24. O placă dreptunghiulară de masă m = 3kg, având grosime 


constantă (mică în raport cu celelalte dimensiuni), este sudată la 45° 
pe un ax vertical care se roteşte cu o viteză unghiulară 


@ = 207 rad /s. Să se determine energia cinetică. 


Rezolvare: Pentru a putea calcula energia A A 100 
cinetică, vom determina momentul de l 
inerție al plăcii în raport cu axa de rotație 
(respectiv cu axa z-z) şi unghiurile pe 
care aceasta le formează cu axele 


0x,,0y,.02,, astfel: 


3 2 

I -A _M ba _ Ma 

e A SR a e 42 
M, Mab Mb 


Jo a TapE 
BABA! A Yıyı ab 12 12 


pm = fhe + him = ffe + y? ja = 


A 
_M [e 2 2 SA 
=] dxdy + |» dxdy|= 
OM|‘ 2 p2 b/2 a/2 £ Mla? +b?) 
spia af afisa |- 12 
în care a = 0,4m ŞI b = 0,2m (fig.6.24), iar daii = J sa = da m 0 


a = cos(z,x,)=0 


£ = cos(z, y,)= - 
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AJ? 
y= cos(Z, z) = — 
2 
Astfel încât relația: 
Ja = Ja = a J + Bi, T: yJ, m 2ap J z. 2 py Jz = 2ya "pm 


devine 


iar 


6.25. Sistemul de bare sudate din figura 6.25 se roteşte cu viteza 
unghiulară œ în jurul axei Ox. Dacă fiecare tronson este de lungime a 


şi masă m, determinaţi energia sa cinetică. 


Rezolvare: Energia cinetică totală va fi 


o sumă de energii: 
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J x(1) =m: 2a? 
2m(2a) 
Iata) = m(2a) +a°-2m 
12 
2 2 
J fb + E + a? Im 
+0) 19 I 
mas 
J (4) Ea 
Ju zma 2+E +24 l Poari JE ma? =833ma? 
12 12 4 3 12 


E, = o = :833maia = 4,166ma” 


E, = 4166ma'0”. 


6.26. Un disc rigid circular de masă m =2kg şi o rază r = 100mm, 
rulează într-un cerc de rază b=200mm pe un plan orizontal, fără 
alunecare. Dacă axa de 
rotaţie proprie a discului OC 
se roteşte în jurul axei 
verticale 0z) cu viteza 
unghiulară œ =4zrrad/s, 
calculați energia cinetică a 


discului. 
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Rezolvare: Mişcarea discului este o rotație cu punct fix, energia 


cinetică în acest caz va avea expresia: 


E, ate V, 1o). 


Viteza unghiulară œ, în cazul acestei mişcări, are drept suport axa 
instantanee de rotaţie A.I.R.- care trece prin 0 şi I (punctul de contact 
dintre roată şi plan). Mişcarea discului se face cu viteza unghiulară œ, 


în cazul mişcării de precesie şi cu o, în cazul mişcării de rotație 


proprie. 
0 
lo) =970 f> 
-0 


expresia lui œ, în funcție de œ se obține cu ajutorul tga : 


Expresia matricei momentelor de inerție față de axele ce trec prin 


centrul discului este 


2 
Mr 0 
Ju 0 0 4 Mp? 
[D ]=| 0 J, 0ļ=| 0 = 0 
0 0 Ji 0 Mr’ 
4 


Pentru determinarea matricei momentelor de inerție față de 0 se aplică 


relația lui Steiner 
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2 
-= b°’M 0 0 
2 
[J |= 0 Z 4M 0 
2; 
0 0 Mr 
2 
Se calculează apoi 
2 
M ipM 0 0 
2 
[J Ko} = 0 M oM 0 
2 
0 0 A 
2 
0 
2 
=4- Mr m 
4 
2 
şi rezultă 
0 
| 2 
E. =-[0 -a, -o-a sm] = 
2 4 
2 
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6.27. Pentru sistemul de bare din 
figura 6.27, care se roteşte cu viteza 


unghiulară œ în jurul axei Ox, se 


cere să se 


moment cinetic kg. 


determine 


vectorul 
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Fig. 6.27 


Rezolvare: Momentul cinetic în mişcarea de rotaţie cu axă fixă se 


exprimă matriceal: 


a 
(Ko) z BA lo) aia J y 
m ven 
Prin urmare: 
K, = (Ja E Jaj A 


T 
Jy =g 
E Jay J 


J „klo. 


Dintre toate cele patru bare singura care are momentele de inerție 


centrifugale J „ şi J,, diferite de zero este bara (1): 


Is) = | xzdm = paf xdx = = 


pa _ ma 
2 
pa? = ma? 
2 2 


J y0) = | xydm = a pf xdx = — 
J =8,33ma’ 
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J.- al acestui sistem de bare a fost calculat, pentru determinarea 
energiei cinetice, în cadrul problemei nr. 6.25. 


K, = ma? [8,337 + 0,5] —0,5k ko. 


6.28. Roţile motoare ale unui automobil au, la un moment dat, 
condiţiile inegale de aderenţă astfel încât una patinează pe loc în timp 
ce cealaltă este imobilă. Cunoscând: viteză unghiulară o, a roții care 
patinează (fig. 6.28); razele medii ale roților planetare r, respective a 
satelitului 7,; momentele de inerție J,, =J, şi J ale satelitului în 
raport cu un reper solidar cu acesta, să se determine energia cinetică a 


unui pinion satelit. 


Fig. 6.28 
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Rezolvare: Se observă mai întâi că mişcarea absolută a satelitului 
superior este o rotație cu punct fix (0) şi, prin urmare, energia sa 


cinetică se va scrie: 


Ec = looo, 0 Jy 0 Ko, 
0 0 J |æ 


Observând că axa instantanee de rotație a satelitului superior 2 (AZIR), 
este tangentă la conul de rulare al roții planetare mobile şi că mişcarea 
satelitului este o precesie regulată compusă dintr-o rotaţie de transport 
odată cu coroane diferenţialului 4 şi o rotaţie proprie a satelitului, vom 
putea scrie 

Dap = Öp +t Da 
în care 


= s _ oz => _ s.a Fi k 
Oy = > My = J; Do = (095 Da = Ok. 
2 2 2r, 2r, 


Deci, viteza unghiulară a satelitului va fi: 


= a(-y ia) 
2 


Acum, energia cinetică a satelitului se va scrie 


Ja 0 0ļ]| 0 
E.=2|0- Soo 7, aa 
2| 2 25 2 
E E 
2r, 30 
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2 
1 > E | 
EE ET 08 L T A 
| "o2 “| 2r, 


6.29. Să se afle momentul de inerție al unei linii materiale omogene 
frânte care urmăreşte cele trei muchii diferite ale unui cub cu latura 7, 
în raport cu axa A care uneşte capetele liniei, dacă masa acesteia este 


m. 


Răspuns: J, =mľ /3. 


6.30. Determinaţi momentul de inerție al jumătății de cilindru față de 


axa a-ad'. 


Răspuns: J „= Hf, + ai 


6.31. Bara cotită A0OBD, omogenă, de masă M se roteşte cu o viteză 


unghiulară œ în jurul axei 0z (fig. 6.31). Se cer să se determine: 
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a). Momentele de inerție axiale J. şi J. (zz, este axă centrală 


paralelă cu 0z); 


b). Energia cinetică şi impulsul barei A0OBD. 


Răspuns: 
a) J.. =1,491a°M; J = 0,820a°M (x, =0,707a; y, =0,414a) ŞI 
z, =0,292a. 


b) E, =0,745a”0”M şi H =0,819aoM. 


Fig.6.32 


6.32. Se consideră mecanismul din figura 6.32, alcătuit din manivelele 
OC =1 articulată de bara 48 =2/, considerate bare omogene de 
greutăţi G respective 2G. Patinele A şi B sunt identice având aceeaşi 
greutate Q. Știind că AC=CB=1 şi că manivela OC se roteşte cu viteza 


constantă W , se cere să se determine energia cinetică a mecanismului. 
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Răspuns: 


6.33. Corpul din figura 6.33 este format din bara omogenă OA de 
lungime egală cu 8a, de greutate G şi un cerc din material de rază 
R=3a şi greutate 2G. Ştiind că în poziţie inițială (1) corpul este în 
repaus şi se roteşte în plan vertical în jurul articulației din 0, se cer să 
se determine: 

a). momentul de inerție polar, J}, al corpului; 

b). energia cinetică în poziția (2) şi lucrul mecanic efectuat la 


deplasarea din poziţia (1) în poziţia (2). 


Răspuns: 


J, = 2813(3)— a°; Es, =140,665—a"'0; l 
a) ° g b) di g L =26aGsina. 


Fig. 6.34 
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6.34. Aflaţi expresia energiei mecanice a sistemului de linii materiale 
omogene cu configurația rigidă din figura 6.34, atunci când sistemul 
se roteşte în jurul axei A — B care face cu orizontala unghiul de 60°, 
dacă poziția de echilibru static stabil este luată ca referință, iar masa 


întregului sistem este m. 


Răspuns: En” mRI(6z + S)R6? + (27 + 3)g(1-cos0))/2(47 +7) 


6.35. Corpul omogen din figura 6.35 de densitate p, este format din 
inelul de raze r,R şi înălțime egală cu 
1,5R şi din conul plin de rază a bazei R 
şi înălțime R. Corpul se roteşte faţă de 
axă (A) cu viteză o şi se cer să se 
determine energia cinetică, impulsul 


total şi momentul kinetic faţă de axa (A). 


Răspuns: 


E, = zpR|o”0,425R* + 0916877? +0,75Rr(R? —r2)-1125r4| 
H = zpRrodL,83R? — 15?) 


K = zpRolOB5R" +1,83R°r? +1,5Rr(R° —r?)-2,25r%| 
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6.36. Dintr-un cilindru omogen de rază R este scos un alt cilindru de 
rază R/2. Axele cilindrilor sunt paralele, iar distanţa dintre ele este 
R/4 (vezi figura 6.36). 

Să se determine energia mecanică a cilindrului când acesta se 
rostogoleşte fără alunecare pe un 
plan orizontal, dacă poziția de 
referinţă este cea corespunzătoare 
echilibrului stabil, precum şi 
torsorul impulsurilor acestui 
cilindru în raport cu mijlocul axei 


sale 0. 


Fig. 6.36 


Răspuns: 
E, = (mR/12) |R6(77 —8-co0s0)/8+ g(L-— cos o} 


Ja Fi = (mR /12145 — 24cos 8 
oS Ko, = (mR? /48k29- 4cos0) 
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Capitolul VII 
DINAMICA RIGIDULUI 


7.1. Se consideră o bară de lungime egală cu 2L care se aruncă astfel 
încât la momentul inițial centrul de masă al ei se găseşte la înălțimea 


H faţă de sol şi are o viteză V, care face unghiul acu orizontala 
(fig.7.1). Dacă la aruncare bara are o viteză unghiulară o,, să se 


studieze mişcarea barei după aruncare. 


Rezolvare: 


Ecuațiile de mişcare vor fi: 


mic = 


Fig.7.1. Bară aruncată în câmp gravitațional 


Soluţie: Ecuațiile de mişcare vor fi: 
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mic = 0 
mc = —mg 
Ic6=0 


După integrare, ţinând seama de condițiile inițiale: 


Xc = Vo COSA 
Ye = gt +v Sin o 
0 = 0, 


Xc = Volcos0 
2 


gt ; 

Yo = —S— + vtsina 
2 

0=0,ź+90, 


Deci bara se va roti cu viteza unghiulară constantă o,, iar centrul se va 


mişca la fel ca un punct material aruncat în câmp gravitațional (dacă 


se neglijează rezistenţa aerului). 


7,2. Se consideră o bară de lungime egală cu 2L, care se sprijină fără 
frecare cu un capăt pe un plan 
orizontal iar cu celălalt pe 
planul vertical şi căreia 1 se dă 
drumul. Să se studieze 


mişcarea acestei bare. 


Rezolvare: După ruperea 


legăturilor, teorema Fig.7.2.a. Bară în mişcare plan 
paralelă 
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impulsului şi a momentului cinetic dau: 
mă. =N, 
myc > N, -G 
JÖ = N Lsin 0- N,Lcos8 
Coordonatele centrului de greutate sunt: 
Xo = Lsin 0); 
Yc = Lcos0. 


Se obține, prin derivare: 


žc = LŐcos0 
je =-LOsin0 
ŞI: 
že = LOcos0- LÖ’ sin 0 
3. = -—LOsin 0— LO’ cos? 
Rezultă: 


N, = m(- Lăsin 0- LO? cos 0)+ mg 
N m(Lăcos8 - LO sin 9) 
Introducând N, şi N; în ecuaţia a treia, se obține: 
Jă = mL(- Ösin 0-0” cos 9)sin 0+ 
+ mgL sin 0—mL? (& cos 0 — 0? sin 9)cos 0 


sau: 
ă( + mE )= mel sin 0 
deci: 
„  meLsin 
0 = e a ii . 
J+mL 


Înmulţind egalitatea cu Ê se obţine: 
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dou + mL ) = mgLÊsin ð 


relație care permite determinarea unei integrale prime: 
62 
(J + mE) = —mgLcos0+C 


Constanta C se determină din condiţiile iniţiale. Să presupunem că, la 
momentul 1=0, 0=0;0=80, (bara pleacă din repaus, din poziţia 


definită de unghiul 8, ). Atunci: 
20 
(1 + mL E = —mgL cos8, +C 


de unde: C = mgLcos6, , iar ecuaţia devine: 
6? 
(+ m = = -mgL(cos0 cos0,) 

care exprimă teorema energiei cinetice. Rezultă: 
_ 2mgJ(cos0, —cos0) 

J+mL 
de unde se poate scoate: 

d0 [raeo 0, — cos 0) 

dt J+mL 


Condiţia ca 0? > 0 duce la 8 € [0,,27 - 0,1. 


62 


6 


Ecuația obținută este o ecuație diferențială cu variabile separabile: 


d0 
[ree 6, — cos) 
J+mL 


= dt 


care este o integrală eliptică ce nu are soluție analitică. Prin integrare 


numerică, se poate obţine dependenţa 0 = olt). Ţinând cont că: 
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„ mgLsin? . „2 2mgJ(cos0,-cos@) 
0 = şi f= 3 
J+mL J+mL 


vom putea determina reacțiunile N; şi N; fără a rezolva ecuaţiile de 


mişcare: 
DD: te 
m L smO[. > 
N = — > jsin 0 +2(cos 0, — cos 0 )cos 0 |+ mg = 
| Fam | ( 0 ) & 
(Bme cos? 8 + J —2mL cos 6, cos 9) 
= mg 7 = 
J + mL 
2 J 
(30s 0+ = 20056050 
L 
ul 
mL 


Fig. 7.2.b. Mecanism cu două culise (legătură bilaterală) 


mI 


= [sin Ocos0 — 2(cos 0, —cos0)sin 0]= 


Di ape 


272 A 
= mL Bu (3 e ca) 


J+ ml 


Rezultă că, pentru determinarea reacțiunilor, este suficient să 
cunoaştem o integrală primă a ecuaţiilor de mişcare. 

Dacă se consideră o bară omogenă de secţiune constantă, atunci: 
ML) mE 

E: 3 


J. 
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ŞI 
paie a IESIRE, e = a? = 28 (cos, —c0s0) 
4L L 
E mg(9cos? 0- 6cos0, cos +1), 
ja > 


4 


N, = E (3sin cos - 2056, sin 0) 


Pentru cos0 = Zoos 0, rezultă N2=0 deci bara se desprinde de perete. 


După desprindere ecuațiile de mişcare se modifică întrucât s-au 
modificat legăturile. 

Rezultatele rămân valabile şi dacă capetele barei nu se pot desprinde 
de cele două drepte pe care alunecă (legăturile sunt bilaterale). Situaţia 
poate fi realizată tehnic prin ataşarea a două culise capetelor barei (fig. 
7.4) . În acest caz, reacţiunile pot deveni negative iar bara va avea o 
mişcare periodică (ca un pendul fizic cu mari oscilaţii). Perioada 


acestor oscilaţii, T, se obţine: 


| d0 Z T 
i m 8, —cos0) 4 
J+mL 


Observaţie. Scrierea matriceală permite o prezentare mai elegantă a 
problemei. Astfel, ecuaţiile de mişcare pot fi scrise: 

m O O||ie N, 

O m OlkycrP= N, -G 

0 0 J| N,L sin 0 — N,Lcos® 
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Condiţiile cinematice vor lua forma: 


ïo Lcos - L sin 
je 04 Lsin 010 +4- LO cos +0’ 
Öö l 0 


Dacă se înlocuiesc aceste condiții în ecuaţiile de mişcare se va obține: 


0 0 Lcos -I sin 
m O|J-Lsin0'6+1-1L02cos0!6? |= 
0 J 0 


m 

0 

0 

CA N,„Lcos0 
Deoarece forțele de legătură sunt ortogonale cu deplasările 
determinate de legături, proiectăm ecuaţiile de mişcare pe direcția 


deplasărilor virtuale compatibile cu legăturile (coeficientul lui Ë). Se 


va obţine: 
m O 0| | Lcosâ - L sin 
[Lcos? -Lsinð 1|0 m 0|+-Lsinot6+1—L60cos046? |= 
0 0 J 1 0 
N, 
=|Lcosð —Lsin? 1] N, -G 


N,Lsin 0 — N,L cos 
sau, după efectuarea calculelor: 


Ö(J + m )=mgLsinð . 
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7.3. Să considerăm o bară de lungime egală cu 2L , care se sprijină pe 


un plan orizontal, fără frecare şi căreia îi dăm drumul. Ne propunem 


să studiem mişcarea acestei bare. 


Yı 


Afacamismul echivalant 


2L 


A 
Fig.7.3. Bara care alunecă liberă pe un 
plan orizontal, fără frecare 


Rezolvare: Se alege sistemul de referință fix ca în figura 7.3 cu axa 
Oy, trecând prin centrul de masă. Condițiile inițiale vor fi: 
Žica) 20 ŞI Xica y = 0, iar unghiul de înclinare al barei este 6. 


Ecuațiile de mişcare sunt: 


mă =0 
me > N-G 
JÖ = Nano 
2 
Ținând seama de condiţiile inițiale, rezultă: x. =0 în tot timpul 


mişcării, deci bara cade astfel încât centrul său de masă rămâne în tot 


timpul mişcării pe aceeaşi verticală. Urmărind figura, se poate scrie: 


L | | ERE E L. L.; 
eee „cos0 ; JeF — Sind; ja — sin 6 6 cos8. 
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Rezultă: 
: iyis Tz 
N =myc+G Baii — Mu cos0+G 


şi înlocuindu-l pe N se obține: 


2 2 
z = = sin” op + ai cos sin 6 = Gsin 0 


care admite integrala: 


2 A2 
7 İn sin” of- —Gcos0+C 


Ținând seama de condiţiile iniţiale 6 =0 şi 0 = 0, rezultă C = G cos 6, 


deci: 


2 A2 
z — n sin” o), = G(cos6, —cos0) 


Concluziile trase pentru anterior rămân valabile. Dacă legătura cu 
solul este bilaterală (se realizează printr-o culisă) mişcarea barei va fi 


oscilatorie. 

7.4. Să se studieze mişcarea unui corp rotund pe un plan înclinat. 
Rezolvare: 1) Centrul de masă coincide cu centrul de simetrie. Se 
consideră un cilindru de greutate G care se rostogoleşte pe un plan 


înclinat ce face unghiul a cu orizontala. Cilindrul va cobori sub 


acţiunea greutăţii, pe planul înclinat. Dacă nu ar exista nici un fel de 
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frecare, atunci cilindrul ar 
aluneca sub acțiunea 
componentei Gsina a greutății, 
deci va avea accelerația 
a= e Sina. 


Dacă apare o forță de aderenţă 


între cilindru şi plan, notând cu 7 
această forţă, ea va micşora pe de Fig.7.4.a. Rostogolirea unui cilindru 
o parte componenta G sina, iar omogen pe un plan înclinat 
pe de altă parte va determina 
rostogolirea discului. 
Teorema impulsului descrie mişcarea centrului de masă: 

G sina —T = ma, iar teorema momentului cinetic, aplicată în 
centrul cilindrului dă: 

TR=Je 
unde £ este accelerația unghiulară a cilindrului, iar J este momentul 
de inerție al corpului faţă de o axă care trece prin centrul de masă, 
perpendiculară pe plan. 
Pot exista mai multe moduri posibile de mişcare a cilindrului: 
a) Cilindrul se rostogoleşte fără alunecare pe planul înclinat 


(Fig.7.4,a): 


Ecuațiile de mişcare se pot scrie: 
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G sina -T = ma 


Y 
CIR 


CIR 
a) Rostogolire fără alunecare 


b) Rostogolire cu alunecare 
Fig.7.4.b. Cinematica mişcării unui cilindru pe planul înclinat 


de unde prin adunare: 
G sina = dm + Z) 


deci: 
__ mgsina 


J 
a a 


Forţa de aderenţă este: 


Acest mod de mişcare va exista dacă: 


T < uN = uG cosa 


adică atâta timp cât forța de frecare între cilindru şi plan este inferioară 


forței limită de frecare la alunecare. Înlocuind T se obține: 
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J mg sina 
2 
R omii 


< umg Cosa 


m+- 
7 


R? 


de unde: tgæ < u 


Dacă se notează cu p unghiul de frecare, condiția se scrie: 


J 
m+— 
R? ' 
tod < Ip ~ top. 
R 
sau: a<g' 
mr 
unde: p'= arctg JR tgo. 
R? 


Dacă condiția este satisfăcută, se realizează rostogolirea pură. 


b) Dacă a>g' cilindrul se rostogoleşte cu alunecare (Fig.7.4. b). 
Notând cu u viteza de alunecare a cilindrului, viteza centrului de masă 
va fi: 

v=u+oR.. 
Prin derivare se obține: 

a=u+EeR. 
Deoarece cilindrul alunecă, forța de frecare va fi, conform legilor 


frecării, T = uN = uGcosa. Ecuațiile de mişcare devin: 
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Gsin a — „Gcosa = ma 
fa =Ja- Jù 
deci accelerația centrului de masă este: 
a = g(sin a — ucosa) 
iar acceleraţia de alunecare: 


R? 
i 2 q a HE eose 


c) Dacă există frecare de rostogolire, iar aceasta este mare, mai poate 
exista un mod de mişcare al corpului şi anume cilindrul poate aluneca 
fără să se rostogolească. În acest caz e=0, T = uN = „Gcosa, iar 
legea de mişcare este: 

Gsin a — uG cos & = ma 
deci: 


a = g(sin a — ucosa) 


11) Centrul de masă nu coincide cu 
centrul de simetrie.Dacă cilindrul 
nu este omogen atunci centrul de 
masă se va găsi la distanţa e de 
centrul cilindrului (fig.7.4.c). În 


acest caz ecuația de momente 


scrisă în centrul cilindrului, care 
Fig.7.4.c. Centrul de greutate nu 


nu e centrul de masă, se va Pe a 
coincide cu centrul cilindrului 


modifica în felul următor: 
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Jce = Gsin ae cos0 + G cosge sin 0+TR 
sau: 
J e= Gesin(a + 0)+ TR. 
Dacă mişcarea este de rostogolire fără alunecare, atunci ecuaţiile de 
mişcare vor fi: 


Gsina -T = mac, 
E e . 
T =J„-—-—G—sin(aæ + 0 
c “sina +0) 


Accelerația centrului de masă se obține cu relația: 


a. = a, + E xOC-a"0C 


cu: OC = e(sin8i + cos j ) . Componenta după direcţia mişcării este: 
aœ = e R-cecos0-'esin. 


Prin adunare se obţine: 
Gsina+ G” sina +0)= (mR? — meRcos0+ Je — mo'esin 6 


sau: 


Ö(mR? — meRcos0+ J )=GRsin a + Gesin(a + 0)+ m?esin 0. 


Prin înmulțire cu 0 se obţine: 


Alma? — meR cos 0 + Je Ê = 
= GROsin a + Ge sin(a + 0)+ mOesin 0 


sau: 
1 d((mR? — meRcos0+ J.B?) _ Gd(Rsina + ecos(a +0)) 
2 dt dt 

de unde: 
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(m: — meRcos0+ J.J? + C=G(Rosina + ecos(a + 0)) 


unde C este o constantă de integrare care depinde de condiţiile inițiale. 
Dacă considerăm, spre exemplu, că la momentul inițial 
0=0, ; 0 =0=0, se obtine: 

C = G(R6, sina + ecos(a +0, )) 
deci: 

„mr — meRcos0+ JP = 

= G|R(0 - 0, )sina + e(cos(a + 8)- cos(a +8,))] 


care este o ecuaţie diferențială de ordinul întâi cu variabile separabile. 


Exemplu 
În cazul a) am obţinut pentru acceleraţia centrului de masă a unui corp 


rotund care se rostogoleşte fără alunecare, expresia: 


_ mgsina 
BE 
J=lmR J =mR” 1 = m ETs 


2 
Fig. 7.4.d. Rostogolirea diferitelor figuri geometrice 


pe un plan înclinat 
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Să considerăm următoarele cazuri: cilindrul plin, cilindrul gol, sfera 
plină, sfera goală, con, care se rostogolesc pe un plan înclinat (fig. 
7.4.4). 

Ne propunem să vedem care din corpuri ajunge mai repede la baza 


planului. 


Momentul de | Acceleraţia | Raportul 
inerție a/a 
- - 
Jz = PR poha ERT 
Li . i 2 3 
Cilindru 
plin 
E 
2 
Cilindru 
gol 
> 20,714 
7 
3 =0,6 
5 
ge Draig 10 o9 
13 3 
Con 


Accelerația unui punct material pe un plan înclinat este: a = g sina. 


Atunci: 
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Avem: 


a>a, >a, >a >0, >). 
Dai ee A di as 25 si pisat bau 
Legea spaţiului în acest caz Sa a dă: 1=.| —deci timpii de 
a 


coborâre a planului pot fi ordonaţi în felul următor: 


Pe cacat d NP 


7.5. Să se studieze mişcarea unui corp rotund pe un plan înclinat dacă 


se consideră frecarea de rostogolite. 


Rezolvare: Se constată, în practică, că acceleraţia pe care o capătă un 
corp care se rostogoleşte pe un plan înclinat, este mai mică decât cea 
calculată prin relațiile anterioare. Datorită deformări corpului şi a 
altor cauze, punctul de contact teoretic al cilindrului nu coincide cu 
punctul unde acţionează reacţiunea normală N. 
Aceasta va acţiona mai înainte cu distanţa s. În acest caz ecuaţiile de 
mişcare vor fi: 
G sina —T1 = ma 

i. R-—Ns=Je 

dar cum N = Gcosa va rezulta: 


a) în cazul rostogolirii pure: 
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G sina -—T = ma 


TR — G cos as ajo 
R 
de unde: 
2 


i s | Z) 
sina — —G cos a = a| m + — 
R R 


J 


t 
Forma feorefica 
Li 


Forma reala 


Fig.7.5. Frecarea de rostogolire în cazul unui cilindru 


d(sin O — 3 cos a) 
R 


d = 
E 
G| sina = cosa) 
J R S 
T= z J rO Oa 
R M 0) 


Condiția de rostogolire T < uN dă: 


; S 
J (sina -Z cosa) 


R? 


S 
E 0050 < „Cosa 


Lira 
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b) în cazul rostogolirii cu alunecare: 
T = uN = uGcosa 
Gsin a — uG cos & = ma 
UG cosaR — G cosas = Je 

de unde: 


a = g(sin a — ucosa) 
S 

RG cosa| u- — 
G 3 


J 


şi accelerația de alunecare este: 


E = 


R 
ù =a- ER = g(sin a — u cos æ )— = =) 


c) în cazul când rostogolrea este împiedicată, iar corpul va aluneca se 
poate scrie: 

Gsin a — uG cosa = ma 
cu: 

a = g(sin a — ucosa) 


Pentru aceasta vor trebui îndeplinite condițiile: 


S 
RG cos &| u— — 
(= 3 
J 


E = 
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deci: 
TR < sGcosa 


UG cos aR < sG cosa 


sau: reS 
"HOR 


7.6. Să se studieze mişcarea roții trase. 


Rezolvare: Se consideră un cilindru de masă m, moment de inerție J şi 
raza R tras, în centru, de o forță orizontală constantă F. Ecuațiile de 
mişcare vor fi: 

F -T = ma 

fe = Je 

unde a este acceleraţia centrului de masă al cilindrului, e acceleraţia 
unghiulară, T forţa de aderenţă. Şi în acest caz trebuie studiate, dacă 
nu există frecare de rostogolire, două situaţii: 
a) Rostogolire fără alunecare: a =eR. 
Ecuațiile de mişcare devin: 

F-T = ma 
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Fig.7.6. Roata trasă 


Ecuațiile de mişcare devin: 
F-T = ma 
pa 


de unde prin adunare: 


F=dm+ i) 
deci: a = i 
mk- 

şI: T= E d 


R meZ) 


Rostogolirea fără alunecare are loc atâta timp cât T < uN , adică: 


JF 


< uG 
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Cu alte cuvinte, roata trasă se va rostogoli, fără a aluneca, atâta timp 
cât forţa F nu depăşeşte valoarea calculată mai sus. În momentul în 


care această valoare este depaşită, este valabil cazul următor. 


b) Rostogolire cu alunecare 
Dacă condiția scrisă nu este îndeplinită, atunci odată cu rostogolirea 
roții are loc şi alunecarea. In acest caz T=uG, iar ecuaţiile de 


mişcare devin: 


F — uG = ma 
uGR=Je 


Condițiile cinematice dau v=u+oR unde v este viteza centrului, © 


viteza unghiulară a cilindrului, u viteza de alunecare. Prin derivare 


rezultă: a = ú + €R . Atunci accelerația centrului de masă este: 


PIE ca A 
m m 


UE 


iar accelerația de alunecare: 


F 2 
E E E i E oi 
m J 


condiție care este îndeplinită dacă forța F nu satisface anterioară. 


7.7. Să se studieze mişcarea roții motoare 


Rezolvare: Roata este supusă unui moment motor ce face să apară o 


forță T între roată şi planul orizontal, care va propulsa roata spre 
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înainte. În cazul mişcării uniforme, momentul acestei forţe calculat în 


centrul roții O, va trebui să echilibreze momentul motor Mm. Dacă 


mişcarea este accelerată ecuaţiile de mişcare vor fi: 


T = ma 

M,-TR=Je 
La fel ca la roata trasă, cinematica mişcării impune studierea a două 
cazuri: 


a) Rostogolire fără alunecare: a =eR, de unde: 


T = ma == 
M m 
Mn_T= j 
R R 
Rezultă: 
fi 
M, | J 
=a m+ EI 
R R N 
deci: 
Fig.7.7.a. Roata motoare 
M 
d = 
7 — mM , 


r|m + Z) 
Acest mod de mişcare are loc dacă T < uN , adică: 
J 
M,< „m + FA, g 


adică atâta timp cât forța de reacțiune T este inferioară forței limită de 


alunecare. 
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b) Rostogolire cu alunecare 
În acest caz aderenţa este ruptă, forţa T devine egală cu forţa limită de 
frecare T = uG (şi indiferent de valoarea momentului nu poate depăşi 
această valoare) iar ecuaţiile de mişcare devin: 

uG = ma 

M,- uGR=Je. 
Dacă se notează cu u viteza de alunecare, atunci condiția cinematică 


rămâne a = ú + €R , de unde: 


u+y= OR 


d+a=eR 


Fig.7.7.b. Graficul accelerației centrului de masă şi al 
accelerației de alunecare 


Acest caz va avea loc atunci când momentul motor va depăşi valoarea: 
J 


Rezultă că, în absenţa diferenţialului, oricât de mică ar fi frecarea, un 
autovehicul va trebui să înainteze (în realitate mai există forţa care se 


opune deplasării vehiculului, provenind de la contactul celorlalte roți 
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cu solul şi care ar putea anula această forță mică umg). La 
autovehiculele ce trebuie să se deplaseze în condiţii grele de teren, 
sunt utilizate diferenţiale cu blocare, care fac ca problema mişcării 
roților motoare (independente) să se reducă, după blocarea 
diferenţialului, la problema studiată. Studiul mişcării unui diferențial 
(sistem cu două grade de libertate) este mai complicat iar în acest caz 
poate exista situaţia în care o roată va patina în timp ce cealaltă se va 


opri complet şi autovehiculul nu se va putea deplasa. 


Problemă propusă. Un cilindru de rază R care se roteşte în jurul axei 
cu o viteză unghiulară &,, este pus pe un plan orizontal, coeficientul 
de frecare la alunecare fiind u. Să se determine momentul în care 
cilindrul se va rostogoli fără alunecare pe planul orizontal şi distanţa 


parcursă de centrul de greutate al cilindrului până în acel moment. 


7.8. Un cilindru de rază R , masă m şi înălțime H se roteşte în jurul 
axei AB cu viteză constantă œ (fig. 7.8) . Să se determine reacțiunile 


dinamice Z4 şi Zg . 


Rezolvare: În poziţia iniţială sistemul de referință mobil Oxzy coincide 
cu sistemul de referinţă fix Ox;ızıyı. Faţă de sistemul de referinţă 
OXYZ matricea momentelor de inerție pentru un cilindru a fost 


calculată şi are forma: 
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mR? mH’ 0 
4 12 i 
| o = o 
d 9 mR? mH’ 
4 12 


Fig.7.8.a. Rotaţia unui cilindru în jurul unei diagonale 


In sistemul Oxyz matricea momentelor de inerție va fi: 


= [RV IR] 


unde: 
1 0 0 
[R]=l j &]=|0 e -s 
0 s c 
S-a notat: 
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2R , H 
C = COS Q = —— S = Sinda = 
4R° +H’ 4R° +R’ 
Atunci 
mR? mH’ 0 
1 0 0] 4 12 p? 1 0 0 
[Je]=|0 ce -s 0 n 0 0 c s|= 
0s c 2 2 |0 -s c 
0 0 mR "H 
4 12 
2 2 
mR mH 0 0 
4 12 
mR? > (mR? mH |, mH? mR? 
= 0 Cc + + S SC — 
2 4 12 12 4 
mH? mR? mR? > (mR? mH’\, 
0 SC — c+ + c 
12 4 2 4 12 


Intrucât am ales centrul de masă pe axa de rotație, teorema impulsului 


ne va da ecuaţiile de echilibru: 


Z,—Z, =0 
X,-X,=0 
0=0 


Am neglijat greutatea cilindrului. Teorema momentului cinetic ne va 


da: 
, b 
i sc, =) (720 a) 
(pc? +J s? e =0 
sc(J, -J,e =(X,- xfa + z) 


unde s-a notat: 
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piei e A le TELA 
4 12 2 
Ecuația a doua ne dă e = 0, œ= ct, lucru pe care l-am presupus de la 
început, adică momentul care face să rotească cilindrul este egal cu 
momentul rezistent. Ecuația a treia ne dă: 
Xit; =0 
care împreuna cu X, — X, = 0 obținută din teorema impulsului ne dă: 
X,=X,;=0. 
Din prima ecuație de la teorema impulsului rezultă Z} =Z, şi 
introducând în prima ecuație de la teorema momentului cinetic, se 
obține: 


0” mH?  mR| œ 
E 7 p q 2 4 i 
da] 


Deci reacţiunile Z4 şi Zg obţinute în sistemul de referință mobil, legat 


de cilindru, sunt egale şi de sens opus. Acestea se vor roti, odată cu 


sistemul de referință. Lagărele A şi B vor fi încărcate cu aceste 


ta | G 


Fig.7.8.b. Reacțiunile rotitoare 


reacțiuni, dar la fiecare moment de timp vor face alt unghi cu 


verticala. Dacă 0 este unghiul de rotaţie al sistemului de referință 
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mobil față de sistemul de referinţă fix, vom avea componentele 
reacţiunii în sistemul de referinţă fix: 

Xa >—Z,sim0;, Zu >=-Z„cos0 

Xp =Z,Ssin0;, Z =-Zucos0 
Se observă ca dacă J, =J,, deci H = R43, adică dacă cilindrul 
prezintă simetrie sferică, atunci reacţiunile dinamice Z4 şi Zg sunt 
egale cu zero. Lagărele nu vor fi solicitate în acest caz. 
Dacă se consideră şi greutatea cilindrului G , aceasta va acţiona 


suplimentar, încărcând în mod egal cele două lagăre. Atunci: 
G 
Xa =Z; sin 0; Pia a 


Xp =Z,sm6; -Zip = + Z, cos0 


7.9. O placă triunghiulară de 
dimensiuni a şi b şi de densitate 
superficială p se roteşte în jurul 
unei laturi cu viteza unghiulară 
constanta œ  (fig.7.9). Să se 
determine reacțiunile care apar în 


lagărele A şi B. 


Solutie: Fig.7.9. Placă triunghiulară în 


mişcare de rotaţie 


237 


Culegere de probleme 


Zi -G+Z, 
Žo “e; 3e= 0,2. =0 
(0)=10 0 oy 


Se scrie teorema momentului cinetic: 


J 0 0 i0 0 -o 0 


= 0 
0 
sau: 
Jo 0 o I0 0 
0 Jy -J KOH oJ. 
0 Sda. "de E 0 
-G+ (a+2c¥; 
= 0 
0 
de unde: 
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Io + GO 
Rezultă: Y, = 3. 
a+2c 
2 
, E Pa "Ca mbo? 
ASER E E E 3 


7.10. Să se studieze mişcarea pendulului fizic. Se numeşte pendul fizic 
un rigid care se poate roti în jurul unei axe orizontale Oz şi este supus 


acţiunii greutăţii propriu (fig.7.10). 


Rezolvare: Ecuația care dă legea de 
mişcare a unui rigid cu axa fixă: 

J „6 = Mo, 
devine în cazul acesta: 

J „Ö = -Glsin 0 


unde G = mg este greutatea corpului, / 


distanța între punctul de suspensie şi 


centrul de greutate (în planul xOy). Fig.7.10.a. Pendulul fizic 


Ecuația se mai poate scrie: 


Ö + „sin 0=0 
RE, iza ud SP 
unde /'= mi Ecuația obținută este identică cu ecuația de mişcare a 
m 


pendulului matematic de lungime l’. Din această cauză, pendulul 
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matematic de lungime /' se numeşte pendulul simplu sincron al 


pendulului fizic considerat. Pentru oscilații mici  sin0=60, deci 


ecuația de mişcare devine: 
Jr a 


cu perioada: 


72| =2 [2 
g gJ 


Pentru oscilații mari e valabilă teoria dezvoltată la pendulul 
matematic. Dacă Jc este momentul de inerție față de centrul de masă, 
teorema lui Steiner dă: 

J =Jo +m’? 


de unde: 


l= Ja = LAE, = ]"+1>l unde s-a notat: 
ml ml 


Deoarece /' > l se poate lua pe 
dreapta OG un punct O’, astfel încât 
G să se găsească între O şi O. 
Punctul O” fiind situat la distanţa l’ 
egală cu lungimea  pendulului 


sincron faţă de punctul O, va avea 


aceeaşi mişcare ca şi pendulul 


Fig.7.10.b. Dependenţa lui l’ 
del 


matematic de lungime /'. Punctul 
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O’ se numeşte centru de oscilație, iar punctul O centru de suspensie. 
Cele două drepte paralele cu Oz trecând prin O şi prin O’ se numesc 
respectiv axa de suspensie şi axa de oscilație. Expresia lui 


.2 
l'=1 +5] e poate fi reprezentată grafic. Lungimea pendulului 
m 


sincron prezintă un minim egal cu 2ig pentru 1 = îg. 


7.11. Să se determine timpul în care cilindrul plin din figura 8de rază 
R, greutate G şi moment de inerție în raport cu axa sa JA se opreşte 
dacă în momentul în care rolele A şi B se blocheaeză viteza unghiulară 
a cilindrului este œ.. Se mai cunoaşte coeficientul de frecare la 


alunecare dintre cilindru şi role pu. 
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Rezolvare: 

Asupra cilindrului acţionează următoarele: G — greutatea proprie; N, şi 
N, — reacţiunile rolelor; Tı şi T» - forţele de frecare dintre cilindru şi 
role. 


Momentul cinetic al cilindrului în raport cu O este K, =J4o; 


2 
unde: J, = Sai 


Momentul forţelor exterioare în raport cu O este 
M, =-IR-T,R= —uR(N, +N,). 
Aplicând teorema momentului cinetic rezultă 


do 
ap > HN +N,) 


Din teorema de mişcare a centrul de masă rezultă: 
mă, = -G(N, + N, )cosa -T, sina +T, sina; 
my, = N sina — N, sina — T, cosa — 1, cosa. 
ž, =) =0 deoarece centrul O este fix (rotaţie cu axă fixă). 
(N, + N, )cosa + ul N, - N, )sina =G; 
(N, - N, )sinæ — u(N, + N, )cosa =0. 


Eliminând expresia (N, — N, ) rezultă 


= G . 
R (1+ u? kosa” 


şi înlocuind în teorema momentului cinetic avem 


døo___ RG 
^ dt (l+? cosa” 
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GR do __  uRG | 
2g dt l+ osa’ 


do _ 2gu 


dt (Uz? )Rcosa! 


Integrând expresia rezultă 


_____28H 
(i +u’ ÎR cosa 


[9] 


şi deoarece o, =0 obţinem: 


E o, R1 + n? \cosa 
2gu 


7.12. În capătul D al unui fir inextensibil, înfăşurat pe discul (A) de 
rază r, acțioaează forța P sub unghiul a, față de orizontală. Discul (A) 
de rază r este solidar cu discul B de rază R=2r, care se rostogolește pe 
un plan orizontal. Întregul ansamblu are masa m= P/g şi raza de 
inerție p=VR-r (fig. 7.12). 

Determinați unghiul a maxim pentru care corpul se roatogoleşte fără 


alunecare, dacă coeficientul de frecare de alunecare este u = 0,1. 


Rezolvare: Se aplică teoremele impulsului şi momentului cinetic, 
după ce se reprezintă forțele de legătură N şi? (la limita T = uN). 
H= ST mý, = Pcosa + uN (1) 


H,=9 F,; 0=N-P+ Psina (2) 
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E, =) Mi; J,ð=P-r-T-2r (3) 
Din relaţia (2) rezultă N = P- Psina = P(-sina), care înlocuită în (1) 


ne dă acceleraţia centrului de masă. 


Fig.7.12 
a, = (cosa + u — usina)g (4) 
Relaţia(3) se mai scrie: 
m-p?:e=P-r-pu:N:2r (5) 


Înlocuind în (5) p=4R-r, m=P/g, e=a, [2r şi N, 
cos& + u-— using = 1-24 + 2yusina, 
1—3u(l-—sina) = cosa. (6) 


sau 


Inlociund sin o = 


rezultă 
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(2) -2 
t 3u 


de unde 
Sa 
0 e E (7 
3u 
Pentru: 


u=0,l; g5 =0,279; iar a =31"12'. 


7.13. O emisfera de greutate G şi rază r este lăsată liberă din repaus în 
poziţia indicată în figura 7.13.a. Admiţând ca ea se rostogoleşte fără să 
alunece pe plan orizontal, se cere să se determine: 


a. viteza unghiulară a emisferei după ce aceasta s-a rotit cu 90%; 


b. reacţiunea normală a suprafeţei în acest moment. 


a) b) 
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Rezolvare: 
1) Observând că frecările se neglijează este preferabil să se aplice 
teorema energiei cinetice. Avem atunci: 
E,-E = L2; E. =0; 


E, = je ii casta 
2 2 


ŞI 


2 
Lo S Caii Jg -22,2 Efi, 
8 5g g\8 


; t 2 
Dacă se ține cont că J, = gr —m-OC? 
şi viteza centrului de masă este 
3 5 
v, =IC-@= dr-ar tre: 
8 8 


teorema energiei cinetice se va scrie: 


l 2G 2_C 9 r? fa Upa o 
2\5g g 64 


2 g 64 
de unde: aal E, 
13r 


După introducerea forțelor exterioare date de legatură şi de inerție, se 


scrie echilibrul acestora conform principiului lui d'Alembert (fig. 
7.13). Se observă ca în poziţia a doua acceleraţia unghiulară e este 
nulă, astfel încât torsorul forţelor de inerție în centrul de masă se 


reduce la rezultanta acestora 
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i G > > >v >T A = >T . 
F =—a, cu ä,=4ä,+ä' co+ä co în care d,= d co =0; din 


acelaşi motiv (e = 0). Avem aşadar: 


2 
Ra ME Yo onos e Ee n 
OC 8 13r 104 
şi din ecuația de echilibru: 
N-G-F'=0 
rezultă 
Nee S G 
104 104 


7.14. Aparatul POR-55 pentru tratarea pe cale uscată a semințelor 
constă dintr-o tobă cilindrică, care se roteşte excentric cu ajutorul unei 
manivele. Cunoscând dimensiunile (fig. 7.14) şi greutatea tobei 
încărcate precum şi faptul că rotația se face cu n rot/min, să se 


calculeze reacțiunile dinamice din legăturile A şi B. 


Rezolvare:Se stabileşte sistemul de coordonate din figură invariabil 
legat cu toba şi se figurează reacțiunile. Aplicăm ecuațiile scalare ale 
mişcării rigidului cu axă fixă. 

— may, -Mm@’ x, =X +X, +X, 

max, -m@'y, =Y +Y, +Y; 

0=Z+Z4+Zp 


E telul g -œ =M,-lY, 
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Sd end "0 =M +, 

J €=M,. 
În acest sistem, ținând seama de datele din problemă şi de poziţia tobei 
din figură, facem următoaree înlocuiri: 

£=0; x, =0; X=G;Y=0 

Z =0; J, =0 (simetrie faţă de planul xOy) 


M, =0; M, =G-1/2; M,=0. 


Se obţine: 


0=X;+tX};+G ; 


-Jo -GŻ4+X 1 7 
l 
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de unde: 
2 
Xa TR a 
2 lo. 
2 bj 
Xg Za ko a 
2 l 


Se vede că X} este orientat în sens contrar celui din figură şi X 1> X} 


ceea ce este correct ținând seama că reacţiunea statică (£/2) şi 


reacţiunea dinamică 2 2) au acelaşi sens(se adună) în A şi 
sensuri contrare (se scad) în B. 

Este deasemenea evident că după o rotaţie cu 180 a tobei situaţia se 
inversează şi avem X> X]. 

Pentru calculul momentului de inerție centrifugal J,. se foloseşte 
relaţia: 


J = a 242 sin2a; 


XZ 


unde J,, ŞI Ja, sunt momentele principale (centrale în cazul nostru) 


faţă de axele principale centrale A, şi A». 


Ja = a br +h?) ; 


Jis lO ; 
2g 
e LG (2 3r? in 2a i 
24 g 
2 
aaa a 3r? Bin 2a 
2 24gl 
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Xp = E A. -3r? in 2a. 


7.15. Pentru corpurile omogene din figura 7.15, determinaţi perioada 


OEA 


Fig.7.15 


micilor oscilații. 


Rezolvare: 
a) Pentru bara de lungime a din figura 7.15.a, determinaţi perioada 


micilor oscilații este: 
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b) Placa pătrată de latură a, (fig. 7.15.b) oscilează în jurul axei 


perpendiculare în O pe planul ei. Va avea perioada micilor oscilaţii 


2M -a° 
r=27 |2 =2% n —— pp a a, 
g g |u-a Pa g 


c) Pentru placa din figura 7.15.c având forma unui triunghi 


echilateral de latură a, se obține: 


7.16. Arborele cotit al unui motor monocilindric cu ardere iaternă are 
doi volanți inedtici A şi B de rază r =0,5 m. Considerând că greutatea 
manetonului arborelui p=210 N este concentrată la distanța h=0,2 m 
față de axa de rotație O,, să se determine greutățile PA şi Pg ale masele 
care trebuiec montate la periferia volanților pentru a echilibra sistemul 


dacă a=0,6 m şi b=1,4 m. 


Rezolvare: 
Triedrul de referință se alege în aşa fel încât cotul arborelui să fie 
conţinut în planul xOz. Acest plan va fi plan de simetrie, prin urmare, 


N. = 0 şi Jx=0. 
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Fig.7.16 


Dacă notăm greutatea întregului sistem cu P avem: 
sp Pi; J szak, 
Greutățile pentru echilibrare PA şi Pg, fiind montate în planul xOz, au 
ordonatele nule: y} = yg =0. 
Pot fi scrise condițiile pentru echilibrarea dinamică a maselor: 


xgP+x4P; +xgP=0; 


XZ 


P, 
Iu > x;Zz; + Lăzzp =0. 
& 


Tinând seama că masele suplimentare pentru echilibrare sunt montate 
la periferia volanților, rezultă: z, =0, zp =0 şi x, =x =-r (pentru 
semnul plus ecuațiile nu au soluție). Rezolvând sistemul celor două 
ecuații de mai sus obținem: 


(b-a)h 


P, == P=A48N, 
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a-h 
P, =— P =36N. 
r-b 
Prin adăugarea acestor mase se obţine echilibrarea dinamică a 
arborelui şi axa Oz devine axa principală centrală de inerție, fără a fi. 


axă de simetrie a sistemului. 


7.17. O sferă omogenă plină, de masă m şi rază r este montată pe axul 
OA şi se reazemă pe un plan orizontal, ca în figura 14. Centrul de 
masă C al sferei se deplasează pe un cerc de rază R=3r cu viteza 
unghiulară constantă œ, în timp ce sfera se rostogoleşte fără alunecare 
pe planul orizontal. Axul OA este articulat sferic în punctul O. 
Frecarea de rostogolire se neglijează. Să se determine reacţiunile din 


articulația O şi din reazemul B. 


Fig.7.17 
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Rezolvare: 


Se aplică teorema torsorului: 


© (m, )= R +R": 
L (3,a)= i, +M; 


În care: R' - rezultanta forțelor efectiv aplicate R =G; 


R" - rezultanta forțelor de legătură, R = X, +Y, +Z,+N,; 


M., - momentul rezultant în O al forțelor efectiv aplicate 
M,=-GRi ; 

M. - momentul rezultant în O al forțelor de legătură, 
M,=N,Ri; 

v, =—@ Ri; 


=- j-@,k =-0jJ-30k; 


J- - tensorul momentelor de inerție față de punctul O are matricea 


asociată 
J., 0 0 
EIE o: sea 10 je 
0 0 J, 

Í mr’ + m(3r) 0 0 

= 0 mr? + mh3r y 0 
(0) 0 2 mr 
5 
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A ra 0 0 
5 
[J ]=1 0 a 10 
5 
0 0 i 
5 


Acum se calculează momentul cinetic K, =J, <0; 


ai 0 0 
0 0 
{K= 0 mr 0 -0 b=mro aia 
— 30 
0 0 2 i — 9 
5 5 


Derivata momentului cinetic în raport cu timpul va fi 
Ẹ 7 AN II O OR E 
(4 :0)= JE + ox(J,:0) 
dt 
în care: 
£ = x, =30 i 
=0 X0, =201 


Avem aşadar: 


a 0 0 5 
9 30, 
(jet 0 >m? 0 la ee 
0 
0 0 lar 
i b k 
öx(J, -©)=|0 - 0, -30 |; 
0 g O --mr o 
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aol de aro Ca 
[ko }= 0O b+ 0 =4 0 
0 0 0 


Revenind la ecuaţiile (O) şi proiectându-le pe axele reperului mobil 
Oxyz solidar cu sfera, obținem sistemul de ecuații 
| A. CE 
0=Y,+G-N;, 
—3mr'o; =Z,, 
amro: = 3r(N, -G) 


Cu soluţiile 


Xe BO 
5 


[9) 


Ng GE M o Z, =-3mr o}. 
5 


7.18. 0 roată de greutate 2P şi rază R situată într-un plan vertical, 
roteşte în jurul axei AB cu viteza unghiulară constantă œ. În acelaşi 
timp, axa AB se roteşte în jurul verticalei cu viteza unghiulară 
constantă o. 

Se cere să se determine reacţiunile din lagărele A şi B, dacă AB=2a 


(fig. 7.18). 
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"a g - 
18 a 
` 
EN 
` 
ĂTE E 


Fig.7.18 


Rezolvare: 


Formula momentului forțelor din legături: 


E Pod 
M, =J (© xð fi z e coso 
J w 


Devine, ținând seama de faptul că &, L © şi 6=90°, 
M, =J, (0 xő ); 
prin urmare 
M, =J;,@ 0. 
Cuplul giroscopic este egal cu momentul M , rezultă deci: 


M, = 2aN, =2aNp =J,@ 0; 


de unde: 
Nen ER 
2a 
2 
A E. 
2 g 


Reacțiunile din lagărele A şi B produse de cuplul giroscopic vor avea 


expresiile: 
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| Ro- Ro - 
Nipan, pR a2. f1, a2) 
2a: g 


' R? s R? 5 
Napan, pr PR are f1 Rae) 
2a-g 


7.19. Corpul din figură este alcătuit din două bare omogene OA şi BD 
sudate în A având fiecare masa, m, egală cu 8 kg. Corpul se roteşte în 
plan vertical în jurul articulației O. Stiind că în momentul când bara 
OA trece prin poziţia orizontală corpul are e viteză unghiulară 0=4 
rad/s, se cere să se determine reacţiunea din O în această poziţie (fig. 


7.19.a). 


2mer,B 


0,5 m ee 
N 
O 
Ka) 
N 
D Us 
a b 


Fig.7.19 


În figura 7.19.b s-au reprezentat forțele ce acționează asupra corpului 
şi torsorul forțelor de inerție în centrul de masă (C) al corpului. 


Ecuațiile scalare de echilibru dinamic sunt: 
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$ x, =0;-X,+2mø° -r, =0, (1) 
$ y; =0Y, +2m-e-r, — 2mg =0, (2) 
2 Mao i ol, +2m-r? ke — 2mgr, =0. (3) 


Din ecuaţia (3) se obține: 
__2mgr, _ 2mer, 


Dire J, 


> 


A 3l . 
în care r, =— şi 
4 


2 2 2 
L U E a 
3 12 12 
Atunci EA 
171 


Din ecuaţia (1) rezultă: X, = 2mo” -r, =96N. 


Din ecuația (2) rezultă: Y, = 2m(g —). E-r, —2mg 


27 7 
Y =2mls—€e-r )=2m g-— g |=— me, 
, = 2m(g —e-r,) e ae] me 
adică Y, = 32,315N. 


Rezultă în final reacţiunea totală din articulaţia O: 


R, =4 X? +Y7 =101,293N. 


7.20. O bară de greutate G şi lungime | este lăsată să oscileze liber din 
poziție inițială de repaus (fig. 7.20). Se cer legile mişcării şi reacțiunile 


dinamice din articulație. 
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Fig.7.20 


Rezolvare: 
Se aplică teorema momentului cinetic faţă de axa de rotaţie care trece 
prin articulaţie 

K, =M.. 
Momentul cinetic este 

K =J, =J, -ð. 
derivata sa în raport cu timpul este 

ml? GI“ = 


=J 8- g=- kk. 
3 3g 


Momentul forțelor faţă de aceeaşi axă este 
M,=G A cos gk . 
2 
Expresia teoremei devine: 
GI? 


aa k = Ge cosg şi se obține legea accelerației unghiulare 
g 
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30 
E = ——COS0. 
E il 


Legea vitezei unghiulare se obține prin integrare: 


„_do _dodp _3e 
dt dpădt 2l 


coso, 


deci œ? = 3 sing. 


Pentru daterminarea reacțiunilor din articulaţie la fel se aplică teorema 


impulsului faţă de centrul de masă al barei HoF. 


Impulsul rigidulul este H = mg, iar derivata sa în raport cu timpul 


H = mā, = m(ā% + â;). 


Rezultanta forțelor este F=G+R =G+¥, +Ý.. 
Expresia teoremei devine: m(âg +âg)=G+X,+Y,. 
Pentru exprimarea reacţiunii se proiectează această relație pe axele 


sistemului de referinţă: 


m-(@ Z cosp+ esing) ZX, 


m- (0° sinp- e- cosp) =Y -G. 
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Inlocuind expresiile vitezei şi accelerației unghiulare se obţin 


reacțiunile dinamice: 
Doa 
X, = —Gsin2gp 
2 
ŞI 


Y = G+Ž0Qsin? p- cos? 0). 
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CAPITOLUL VIII 
DINAMICA SISTEMELOR DE RIGIDE 


8.1. Se dă sistemul din fig. 8.1 în care se cunosc: masa corpului 1, m, 
momentul de inerție al cilindrului 2, J, şi raza lui R,, masa m;, 
momentul de inerție J, şi razele r,, R,, ale mosorului cilindric 3. Se 


cere să se analizeze mişcarea acestui sistem. Se neglijează frecarea de 


rostogolire. 


Rezolvare: Teoretic pot exista două cazuri de mişcare ale sistemului: 
rostogolirea roții 3 pe bară sau rostogolirea roții 3 combinată cu 
alunecare. 

a) Rostogolire pură. În acest caz mosorelul 3 se va rostogoli, fără a 
luneca, pe bara orizontală şi ţinând seama de firul care asigură 
legătură dintre corpuri şi care are aceeaşi viteză lineară de-a lungul lui 
la un moment dat, se vor putea scrie condițiile cinematice, care leagă 
vitezele: 

VOR, ; v =@ (R -) ; Vor, 


sau, sub forma compactă: 


l 
l 
Y, = 
GO t 
2(_ 1 v, 
< R, -K 
V3 r, 
R, =r. 
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Fig.8. 1.a. Sistemul de corpuri Fig.8.1.b. Legături 


cinematice 


Cu v, s-a notat viteza masei m, cu &, viteza unghiulară a cilindrului 
2, cu v, viteza centrului de masă a mosorelului 3 iar cu œ, viteza 


unghiulară a lui. Dacă relaţiile scrise se derivează în raport cu timpul 


se vor obține legăturile dintre acceleraţii: 


1 
1 
a, a 
R, 
E, 1 
= a, 
E 
a RR 
a, r, 
RR 


unde notaţiile sunt evidente. 


Problema se poate rezolva prin mai multe metode: 
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1) Utilizând teoremele fundamentale ale dinamicii, se vor putea scrie 
relațiile: 
G, —S, =ma, 
(S-S, )R, e 
DRT EJE 


T - S, = m,a, 
sau: 
m 0 0 Ola, G -S 
0 J, 0 0 lle,| |(S,-S), 
0 0 J, 0lle,| | S,R,-Tr, 
0 0 0 m,lla,; T-S, 


S7 


G; 


Fig.8.1.c. Separarea sistemului în părți componente 


Dacă se ține seama de condițiile cinematice se obține: 
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1 
m 0 0 0 = G -S, 
0 J, 0 0 | (S, —S.)R, 
0 0 J; OR | SR -Tr 
0 0 0 m, B T-S, 
R, -r 
Preînmulțind relația matriceală obținută cu: 
[1 1 1 r, ] 
R, R =r R, -r 
se obține: 
m 0 0 0 
[1 1 1 R a J, 0 0 
R R-r R-r |0 0 J, 0 
0 0 0 m, 
G -5 
zpi 1 1 E jOE 
R R-n R-n | S,R -Tr 
T-S, 


După efectuarea înmulțirilor matriceale se va obține: 


2 
[m + Ja + L : ʻi „la =G, 
R? (R-nyY (RR) 


forțele de legătură reducându-se. Se notează cu: 


2 
J, J, mr 


+ 
Ri (R -Y (R -7y 


] 


M red = [ m, “IE 
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masa redusă a întregului sistem la modul de mişcare al primului corp. 


De aici relaţia anterioară devine: 


Mea li 7 G, 
de unde: 
G, 
M red 


Fig.8.1.d. Rostogolire cu alunecare 


Corpul de masă m, va avea o mişcare uniform accelerată. 


b) Rostogolire şi alunecare. În acest caz corpul 3 se va rostogoli şi în 
acelaşi timp va aluneca de-a lungul bare. Sistemul va avea două grade 
de libertate. În acest caz condiţiile cinematice vor fi: 

v =0,R, ; VU =@ (Rr) ; V +U= or. 


Facând calculele se obține: 
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A vi u k 5 R, 
@, =—; 0,= — ; v, =v —u ; 


R, 


sau, concentrat: 


1 0 
: 1 
i că 
R, 
W, _ 1 1 [1] 
ic R, =r, R, =r, i 
V3 r; R, 


Derivând relația scrisă în raport cu timpul se obține: 


| 0 

1 
a, — 0 
E i a 
WA să | fa] 
ca R, =r, R, =r, i 
a; r, R, 

R, -r R, -r 


Ecuațiile de mişcare rămân cele stabilite anterior cu singura observație 
că în acest caz forța de aderență T atinge valoarea maximă T = uG}. 
Inlocuind accelerațiile în funcție de accelerațiile celor două 


coordonate independente alese se obține: 


1 0 
m 0 0 0 E 0 G —S, 
e dz “Pl fo). (S,-S,)R, 
0 0 J, 0 ker “Rn ii SR, — Tr, 
0 0 0m] r R, T-S, 
R; =r R; =r 
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Preînmulțind sistemul de ecuaţii cu matricea: 


| 1 l r, 
R, R, =r, Reh 
(N de ce ee ali 
R.—r. 


3 3 3 3 


se va obține: 


1 0 
| 1 1 r; m 0 0 0 E 0 
R R-n R-rn (0 J2 0 0 T 1 a 2 
0 0 l R |0 0 J; Ola R-n |Ë 
R; =r R-n] o 0 0 m; r; R; 
R; =r R; -7 
| l 1 f G -S, 
_| R R-n Rr, [ISS 
G gi esua R, || S,R,-Tr, 


R= h R =r T-S, 


Făcând calculele se obține: 


J J3 mT J3 m, R3 
mM; + 2 + 2 2 2 2 G 
R @;-n) (Rn) (R; -=r) (R; -r) d; 2 1 
J3 m, Rr JA ȘI mR3 ii — UG; 
(R; — n)? (R; — n)? (R; — n)? (R; — n)? 


care reprezintă un sistem de două ecuații cu două necunoscute, 


accelerații şi a cărui rezolvare nu implică probleme deosebite. 


ii) Dacă se utilizează principiul lui D'Alembert ecuațiile de mişcare 
devin ecuaţii de echilibru static, după introducerea forțelor şi 


momentelor de inerție (fig.10.5): 
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Fig.8.l.e. Analiza cinetostatică a sistemului 


G, -S,-F' =0 


(S,-S,)R,-M;=0 
S,R, - Tr, -Mi =0 
T-S,-Fi=0 
Dacă se introduc expresiile forţelor şi momentelor de inerție: 
Fama o M =J Meades a emas 
se va obține: 
G -S -ma =0 
(S, —S,)R, — Je, =0 
SR, - Tr,- Je, =0 
T-S, -ma =0 
relații care coincid cu cele obținute la pct. i). Din acest punct 


rezolvarea devine identică cu cazul i). 


iii) Dacă nu interesează forțele de legătură se poate aplica teorema 


energiei cinetice: 
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dE, =dL 
sub forma mai utilă pentru calcule: 
dE, _dL 
dt dt ` 


Metoda este valabilă numai în cazul sistemelor cu un singur grad de 
libertate întrucât dispunem de o singură relație. Energia cinetică a 


sistemului este: 


1 1 1 
E, =-mv? +-J,@ + J0; +m; = 


"2 2 2 2 
m 0 0 O0ļ||v 
_ 0 J, 0 0 |lo, 
= wo o v] 
2 0 0 J, 0 ||@ 
0 0 0 m,||\v; 


Dacă se ține seama de condițiile cinematice se obține: 


1 
E sd, Da ae 
l 1 l 0 J, 0 0 i 
E= 2] i kaye 
2 Re Re- Ren IO D sdy Olli 
3 3 
0 0 0 m, r, 
R, =r, 
l 
S a rea 
Se obţine: 
dE, 
TE = Mirea Yı + 


Lucrul mecanic elementar al forțelor exterioare este dL = G dx, de 


unde: 
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2z Gv. 


Rezultă mam, = Gv, de unde se obține cu uşurinţă accelerația: 


m lred 


Fig.8.1.f 


iv) În cazul sistemelor cu un singur grad de libertate se poate utiliza 
şi principiul lucrului mecanic virtual. Astfel lucrul mecanic virtual al 
forțelor exterioare şi de inerție la o deplasare compatibilă cu legăturile 
va fi: 

dL = (G, — Fi)dx, — M}d0, — M'd0, — Fi dx, 


Relaţiile dintre deplasările elementare sunt: 
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1 
dx > 
a = i dx. 
do, R, =r, 
dx, r, 
R, -h 


Inlocuind în aceste relații forțele şi momentele de inerție cu expresiile 


lor se va obține: 


(G, -ma )dx — J£, R,dx — J38, -B dy — m,a, -3 d, 


3 3 3 r 3 
Deplasarea dx, fiind arbitrară se poate simplifica şi ținând seama de 
legăturile dintre accelerații se va obține în final expresia accelerației 


corpului de masă m, care a fost deja calculată prin alte metode. 


8.2. Se dă sistemul din fig. 8.2.a în care se cunosc: masa corpului 1, 
m, momentul de inerție J, şi raza lui R , momentul de inerție J, al 
cilindrului 2 şi raza sa R,, masa m,, momentul de inerție J, şi raza R, 


ale cilindrului 3. Se cere să se analizeze mişcarea sistemului. 


Rezolvare: Se vor considera cele două moduri de mişcare pe care le 


poate avea sistemul: 


a) Rostogolire pură. În acest caz cilindrul 3 se va rostogoli, fără a 


luneca, pe planul orizontal şi ținând seama de firul care asigură 


Culegere de probleme 
legătură dintre corpuri şi care are aceeaşi viteză lineară de-a lungul lui 
la un moment dat, se vor putea scrie condiţiile cinematice, care leagă 


vitezele: 


v, =@,R,; 2v, =0,R,; 2v, =0,2R,; v, =0,R;, 


M3, J3, R; Ja, R; 


Fig.8.2.a. Sistemul de corpuri 


sau, sub forma compactă: 


Cu v, s-a notat viteza masei m, cu &, viteza unghiulară a cilindrului 
1, cu &, viteza unghiulară a cilindrului 2, cu v, viteza centrului de 


masă a cilindrului 3 iar cu &, viteza unghiulară a lui. Dacă relațiile 
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Fig.8.2.b. Legături cinematice 


scrise se derivează în raport cu timpul se vor obţine legăturile dintre 


| 
a) IL 
R, 
È; 5 
acceleraţii: E=] p PA 
2 
E; pi 
a, R, 
1 


unde notațiile sunt evidente. 


1) Utilizând teoremele fundamentale ale dinamicii, se vor putea scrie 
relațiile: 

G,- S,- S, =m a, 

S R -S,R = J£, 

S R, — SR, = J8, 

S,R, + TR, = JE, 


Culegere de probleme 


S, -T = ma, 
sau: 
m 0 0 0 Olla, G, —-S,-S, 
0 J 0 0 Ole, SR, —S.R, 
0 0 J, 0 0 her SR. — SR, 
0 0 0 JZ, Ole, SR, + TR, 
0 0 0 0 m || S, -T 


Daca se ține seama de condițiile cinematice se obține: 


S3 S3 


S2 
Si 


G; 


Fig.8.2.c. Analiza cinetostatică a sistemului 


| 
m 0 0 0 ol Cenas 
i i. 00 0 2 SR -S,R, 
0 0 J, 0 0 hg ja=SR -SR 
00 0, oll} S,R, +TR, 
0 0 0 0 ma, S,-7 
I 
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Preînmulţind relaţia matriceală obţinută cu [1 — i ] ] se obţine: 
2 3 


SGS IS S 
osoo o 
o ooo 


2 


GSS 

12] SR, =S 

=[1 >; RSR Sk 
R, R, R, 

S,R, +TR, 


S, -T 
După efectuarea înmulțirilor matriceale se va obține: 
4J, Ji; 


R? + R? Fa Ja, =G, 
2 3 


[m + 


forțele de legătură reducându-se. Se notează cu: 


masa redusă a întregului sistem la modul de mişcare al primului corp. 


De aici relația anterioară devine: 


Mireli = G, 
de unde: 
G, 
Di SS 
M red 


Culegere de probleme 


b) Rostogolire şi alunecare. În acest caz corpul 3 se va rostogoli şi în 
acelaşi timp va aluneca de-a lungul planului orizontal. Condițiile 
cinematice vor fi: 
În acest caz condiţiile cinematice vor fi: 

VAR; 2v =0,R, ; 2v —u=20,R; v -ú= 0R. 


Făcând calculele se obține: 


|| 0 
1 
v; R, 0 
K IZA 0 v 
@, =| R, M 
o| |2 1 
? R, 2R, 
i | 
1 DS 
2 
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1 0 
1 
a, R, 0 
a £ 0 a 
E p= R, fal 
E ES ME i 
a, R, E 
Loa 


Ecuațiile de mişcare rămân cele stabilite anterior cu singura observație 
că în acest caz forța de aderență T atinge valoarea maximă 
T = uG. 

Înlocuind accelerațiile în funcţie de accelerațiile celor două 


coordonate independente alese se obține: 


1 0 
] 
m 0 0 0 0 9 GES 
1 
on o0 o0 0of2 > fg} [SRSR; 
0 0 J, 0 OÍR, fal- S, R, — SR, 
u 
0 00, 0of2 7 S,R, + TR, 
0 0 0 0 m| 2% SeT 
| 
| AUR E ai 
2 


Preînmulțind sistemul de ecuaţii cu matricea: 


TI NR E 

R, R, R, 
Qi. 10 a e 
2R, 2 


se va obține: 


Culegere de probleme 


m 
TE E 
R R, R, 0 
E «AO oaia et 
2R, 2 
0 
pi e al 
= R R, R, 
De e fe ete 
2R, 


cu: 


l 
1 
0 0 0 O0Olļlọp 
R, 
10 0 0of2 ; 
0 J, 0 OR, 
0 0, ol d 
00 0 m|® is 
l Moe 
2 
G= SiN, 
SR — SR, 
| SR; — SR, 
z || SR +TR, 
TET 
aao Ma, 
R 2|jal_ | G 
J; M, Li - uG, 
4R? 4 
J, m, 


Notaţiile sunt cele de la capitolul precedent. 
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il) Dacă se utilizează principiul lui D'Alembert ecuaţiile de mişcare 
devin ecuaţii de echilibru static, după introducerea forțelor şi 
momentelor de inerție (fig.8.2.€): 

G,-S,-S,-F'=0 

S R, -S,R — M! =0 

S R, — SR, — M, =0 

S,R, + TR, — M!: =0 

S,-T-Fji =0 


Fig.6.2.e 


Dacă se introduc expresiile forțelor şi momentelor de inerție: 

Fama, M = E a ME EM Sea Do Mda. 256 
va obține: 

G, —S, —S.,—ma, =0 

SR — SR, -JE =0 

SR, =S R —J-€, =0 

SR, + TR, — 136 =0 

S, -T — m,a, =0 
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Din acest punct rezolvarea devine identică cu cazul precedent. 


iii) Dacă nu interesează forțele de legătură se poate aplica teorema 


energiei cinetice: 


dE = dL 
sub forma mai utilă pentru calcule: 
dE, _dL 
dt dt 


Energia cinetică a sistemului este: 


E, = amo todo todo radoi + my = 
m 0 0 0 0 |v, 
0 J 0 0 0lla, 
an œo wmv] 0 0 J, 0 0 lo, 
0 0 0 JZ 0o 
0 0 0 0 m,l|lw, 


Dacă se ține seama de relațiile cinematice se obține: 


l 
m 0 0 0 oļi 
0o J3 0 0 o| 
1 2 Bl oua d 2 
E= [1 1] 0 0 J, 0 0 K5 pyi =- avi 
ı R, 3 R, 2 
0 0 0, olj 
0 0 0 0 milă 
1 
Se obține: 
dE, 
Pa = Mirea Vi - 
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Lucrul mecanic elementar al forțelor exterioare este dL=Gdx, de 


unde: 


P = Gv. 


Rezultă: mu, va, = Gv, de unde se obţine cu uşurinţă accelerația: 


m lred 


iv) Să rezolvăm problema utilizând principiul lucrului mecanic virtual. 
Lucrul mecanic virtual al forțelor exterioare şi de inerție la o deplasare 
compatibilă cu legăturile va fi: 

dL =(G, — Fi )dx, — M'd0 — M'd6, — M:d6, — Fidx, =0 


Legăturile dintre deplasările elementare sunt: 


1 
dx, E 

R 
e 42 

2 R, X] 

d0, 1 
dx, R, 

l 


Înlocuind aceste relații forțele şi momentele de inerție cu expresiile lor 
se va obține: 
2 
(G, -ma )dx -J£ a mă Ai i AA a madx =0. 


1 2 3 


Culegere de probleme 


Deplasarea dx, fiind arbitrară se poate simplifica şi ținând seama de 
legăturile dintre acceleraţii se va obţine în final expresia accelerației 


corpului de masă m, care a fost deja calculată prin alte metode. 


8.3. Se dă sistemul din fig. 8.3.a în care se cunosc: masa corpului 1, 
m; momentul de inerție J, al mosorului 2 şi razele sale R,, r; 
masa m,, momentul de inerție J, şi razele R,, r, ale mosorului 3. Se 


cere să se analizeze mişcarea sistemului. 


Fig.8.3.a Fig.8.3.b 


Rezolvare: Dacă se ţine seama de firele care asigură legăturile dintre 
corpuri se pot scrie relaţiile dintre vitezele lineare şi unghiulare ale 
diferitelor corpuri: 


v=0R, ; Or =o0(R +r) ; wo, 
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sau, sub forma compactă: 


l 
l 
2 
Pal r v 
o; R(R+r) 
Va rR, 
R,(R, +r) 


Cu vw, s-a notat viteza masei m, cu œ, viteza unghiulară a 
cilindrului 2, cu v,viteza centrului de masă a cilindrului 3 iar cu o, 


viteza unghiulară a lui. Dacă relațiile scrise se derivează în raport cu 


timpul se vor obține legăturile dintre accelerații: 


1 
1 
a, — 
R, 
&|_ r, a 
£s RR +7) 
a; rR, 
R,(R, +r) 


unde notațiile sunt evidente. 


La fel ca la celelalte două 5, 
probleme studiate anterior se vor 
utiliza mai multe metode de f- 


1 


naliză: 
POA. Fig.8.3.c. Separarea sistemului 
în componente 
1) Utilizând teoremele fundamentale ale dinamicii, se vor putea scrie 
relațiile: 


G, —S, = ma, 


Culegere de probleme 
SR =S = JE, 
Sr, — SR, = JE, 


S +S, —G, = ma, 


sau: 
m 0 0 O0lla, G -S, 
0 J, 0 Oet SRS 
0 0 J, 0lle| | Sr -sS,R, 
0 0 0 m,lla| |s,+s,-G, 


1 
m 0 0 0 = G -S 
0 J, 0 0 S R, — Sr, 
2 
0 0 J; 0 R,(R, +r,) Sr, SR; 
0 0 0 m, r,R, S +S, — G; 
RAR +7) 
Preînmulţind relația matriceală obținută cu: 
i 1 r, rR, ] 
R, R,(R +7) R,(R, +r) 
se obține: 
1 
m 0 0 Aa 
0 J, 0 5 
îi 1 r, rR, 2 r, pe 
R, R(R+r7) R(R+r) 0 0 J, 0 R, (R, +r,) 
0 0 m, r.R, 
RAR +7) 
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G =s; 
=[1 1 r, rR, SiR, Sr, 
R, R (Rtr) R (R +r)| Sr SR 
S, +S, — G, 


După efectuarea înmulţirilor matriceale se va obține: 


J, Jr r; R r, R, 
mt 2277 R2 z tM 2 5T ana IE N 
2 RFR) KRFA) R, (R +r) 


forțele de legătură reducându-se. Se notează cu: 


J Jr r R? 
= 2 3 2 2 7*3 
M ed ai m, F R? R? R 2 af m; R? R 2 
2 2 ( 3 + r) 2 ( 3 + r) 
masa redusă a întregului sistem la modul de mişcare al primului corp. 


De aici se obține: 


r,R 
Mirea = G; — G; (a 
(R; +r) 

de unde: 
_ rR, 
1 3 
A R (R +r) 
n= 
M red 


Condiția ca sistemul să se mişte în sensul considerat de noi în 
problemă şi nu în sens invers este ca: 
rR, 


sG i E e 
RAR +r) 


1 


Dacă relația nu este respectată atunci roata 3 va coborî iar corpul 1 va 


urca. 


Culegere de probleme 


il) Dacă se utilizează principiul lui D'Alembert ecuaţiile de mişcare 


devin ecuaţii de echilibru static, după introducerea forțelor şi 


momentelor de inerție (fig. 8.3.d): 
G -S,-F'=0 
S R, — Sr, — M! =0 
Sr, — SR, — Mi =0 


S.+S5,-G,-Fi=0. 


Dacă se introduc expresiile forțelor şi momentelor de inerție: 


K= -agi -afi . pi_ 
F =ma ; M, =J,&, , M;=J;& ; F =ma, , 


se va obține: 

G -S -ma =0 

SR, — Sr, -J E£, =0 

Sr — SR, -J;e =0 

S +5, — G, — ma, =0, 
relații care coincid cu cele obținute 
anterior. Din acest punct rezolvarea 


devine identică cu cazul precedent. 


iii) Dacă nu interesează forțele de 
legătură se poate aplica teorema 
energiei cinetice: 

dE =dL 


sub forma mai utilă pentru calcule: 


Fig.8.3.d. Analiza cinetostatică 
a sistemului 
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dE, _dL 
dt dt 
Energia cinetică a sistemului este: 
i i i l 

E, = mi to tei tm = 
m 0 0 0 l||w, 
0 J, 0 0 llo, 

= ww 0 0 v] 

2 0 0 J, 0llo,; 
0 0 0 m,||y; 


1 
< 1 
m 0 0 0 S 
R, 
saa 5) rR, 0 Ja 0 0 A o 
© 2° R, R (R +r) R (R +7)| 0 0 JO Rar] | 
0 0 0 m|| a, 
R, (R; +7) 
l 2 
= Me 
2 lred “1 
Se obţine: 
di = av 
dt lred™ 11 ° 


Lucrul mecanic elementar al forțelor exterioare este: 


dL = G dx, —G.dx,, 


de unde: 
d = Gv, — Gv; = Gw; —G; -Oo 
dt RR, +r) 
Rezultă: 


Culegere de probleme 


rR, 


Mirea Vi iaca (R Tu 
204G th 


de unde se obţine cu uşurinţă acceleraţia: 


iv) Să rezolvăm problema utilizând principiul lucrului mecanic virtual. 
Lucrul mecanic virtual al forţelor exterioare şi de inerție la o deplasare 
compatibilă cu legăturile va fi: 

dL = (G, — Fi)dx, — M,d0, — Mid0, — Fidx,. 


Relaţiile dintre deplasările elementare este: 


l 
dx, K 
E = r, dx 
AON ERE 
dx; rR, 
RR +r) 


Înlocuind în aceste relații forţele şi momentele de inerție cu 


expresiile lor se va obține: 


dx rdx R r,dx 
(G, -ma )dx — Je, i =J E -a —m,d,; ZI = 
R, R, (R; +r) R, (R, +r) 


Deplasarea dx, fiind arbitrară se poate simplifica şi ținând seama de 
legăturile dintre accelerații se va obține în final expresia accelerației 


corpului de masă m, care a fost deja calculată prin alte metode. 
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8.4. Să se determine acceleraţia cilindrului care se rostogoleşte şi 


alunecă pe planul înclinat din fig.8.4.a. 


Fig.8.4.a 


Cilindrul, fiind ţinut de către fir, va aluneca pe suprafaţa planului 
înclinat. Asupra cilindrului vor acționa forțele din fig.8.4.a. Scriem 
teoremele fundamentale: 

Gsina —S-—T = ma 

SR -TR = Je 


e hC r h 


Condițiile cinematice se scriu: v= oR, deci a = €R sau: 


f j labe 


Dacă înlocuim aceste condiţii în ecuaţiile de mişcare se obține: 


sau: 
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m 0 1 i Gsina-—sS-T 
o În“ ] SR-TR 


şi dacă le preînmulţim cu [1 1/R] se obţine: 


Pa 


Fig.8.4.b. Condiţiile cinematice 


m O|| 1 Gsina-sS-T 
ÎL 1/R a=|l WR] 
0 JJU/R SR — TR 


[me = Gsina —2TR , 
R 


sau: 


unde: T = uG cosa. Rezultă accelerația: 


_ Gsina —2TR 


a 


8.5. Să se determine acceleraţia corpului de masă m, din fig. 8.5. 
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Fig.8.5.a şi b 

Si N S3 

| Py N 
SL A 

| A O 

G 

1 u N G» 
Fig.8.5.c 


Se vor aplica teoremele fundamentale pentru fiecare din corpuri: 
ma =s -G1 
Je SR -SR 
m,a, = S} —Gosina — S, — UG, cosa 
J€ =M n Sh 


sau: 


Culegere de probleme 


m 0 0 Ola, -G +6 

0 Jz 0 Ole -SR + SR; 

0 0m Ola, = S3 — G sina — S, — UG, cosa 
0 0 0 ALIES M m — SR 


Legăturile dau relațiile între viteze: 


vy =v =R = oh» 


sau: 
v 1 a 1 
af JURI g a| JVR | 
v3 1 a, 1 
M, 1/ R, E 1/ R, 
Rezultă: 
m 0: 0 N d -G,+5, 
o 0 OR SR + SR, 
0 0 m 0l 1 | |s,-G,sina-—S,—uGcosa 


Prin preînmulţire cu: [1 1/R 1 1/R,] se obţine: 


m 0 0 0][1 


0 J 0 OR 
ÎL ç 1/R 1 1/R,] ; i 
0 0m Oll 1 


00 0 iR 
S3 — G, sin æ — S, — HG, cosa | ` 
M m — Sk 


=[1 AER 1 1/R,] 


Dacă se fac înmulțirile, se obține: 
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J J 
m += +m, 2 =M „ —G, — G, sin a — UG, cosa 
R3 


a, = 


Fig.8.6.a şi b 


S4 


Culegere de probleme 
Se vor aplica teoremele fundamentale pentru fiecare din corpuri: 
ma =G; 
Je Shi -SR 
Joe =SR; — SR 
JzE3 Sah — Su 


Md = S4 -G, 


sau: 
m 0 0 0 0lfa GS 
0 Jz 0 0 0lla| |SR-SR 
0 0 J3, 0 0 es RSR, 
0 0 0 3 0lle| |SR SR 
0 0 0 0 ma s$.=6, 


Legăturile dau relațiile între viteze: 


v =v = OR = ok 


sau: 
v 1 a 1 
O, 1/ R E 1/ R 
0; 1/ R; E 1/ R} 
v3 1 a> 1 
Rezultă: 
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Prin preînmulţire cu: [1 1/8, 1/8, 1/R, 1] se obține: 
m 0 0 0 0 | 
0 JI 0 0 O I|L/R, 
ÎL WR 1/R WR 10 0 J, 0 0 KI/R>aq= 


0 0 0 J, OUR; 
0 0 0 0m )||1 
G,-S, 
SiR — SRi 
=| 1/R; UR 1/R, 1Ẹ5S,R-S;R,>. 
SR — SiR 
S,-G, 


Dacă se fac înmulțirile, se obţine: 


R R R 
deci: 
a, = G, -G» 
JI J h 
m 2 2 3 PIN 
R R R 


8.7. Să se determine accelerația corpului de masă m; din fig.8.7.a. 
Se vor aplica teoremele fundamentale pentru fiecare din corpuri: 
ma, =G;sin a — S 
Je = TR 
În Sin — SR 


Culegere de probleme 


sau: 


m] 0 0 0 d G sin Q — S 


D 
5 
D 
D 
Ky 
= 


© 
© 
S 
N 
© 
M 
N 
A 
SI 
| 
e) 
N 
pisi 
5 


S> — G} 


0 0 0 mila 


Fig.8.7.a şi b 


Fig.8.7.c 


Legăturile dau relaţiile între viteze: 
V =v = Ri = OR 


sau: 
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vi 1 a 1 
0, I/R; £ I/R 
@ p =<41/R, FY; şi E€, p =31/ R; ta 
O 1/ R; E 1/R 
vy 1 d» 1 
Rezultă: 
m 0 0 0 0 l G,-S, 
0 J 0 0 OJR SR, — SR, 
0 Ja 0 0 KI/R, pq =58R -SR 
0 0 0 Z 0|% SR — S4k3 
0 0 0 0m, 1 Sa — G> 


Prin preînmulţire cu: [1 1/8, 1/8, 1/R, 1] se obține: 
0 0 0 0 | 


A 
ÎL WR, 1/R WR 10 0 J3, 0 0 KI/R>q= 


0 

0 0 0 0 ml 
G, Si 
SR, — S>R, 
=| WR WR, UR LkS,R,—SR, 


Dacă se fac înmulțirile, se obţine: 


Culegere de probleme 


8.8. Mecanismul bielă-manivelă. Ne propunem să determinăm 


ecuaţiile de mişcare pentru un mecanism bielă manivelă. 


Fig.8.8. Mecanismul bielă manivelă 


Se dau: r - raza manivelei; /— lungimea bielei; a — poziţia centrului 
de masă al manivelei faţă de punctul A; b — poziţia centrului de 


masă al bielei față de punctul B. 


Condiţii cinematice (legături olonome): 
Xa, = acosa; 


Ya =asina ; 
Xc, =rcosa +bcos/; 


Ye =rsina —bsin fi; 
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Xç =rcosa+lcosf; 


rsing =lsin ff; 
Dacă se derivează ultima relaţie se obţine: 

ră cosa = lß sin f 
sau, dacă se ţine seama că: 

d=a, ; f=-o, ; Q =E ; 0,=e, 
rezultă: 

ræ cosa = —lo, cos P 


r COSU 


sau: 0,=— 0, 
Lcos p 


= ta 


ŞI: 
De Di 
re cosa —ro; sina = —lg, cos P —lo; sin p 
de unde: 


r Cosa rsing  „sinf| os 7 
Lcos 2 Il cos p cos f 


Atunci primele relaţii, derivate, vor da: 
ka, = —a0, sina ; 
Ya = d, COS Q; 
žo = ra, sin a + bo, sin Bf = a(-rsina + btsin £); 
jo = ră, cosa + bo, cos f = a (r cosa + btcos £); 
žc =-ro, sina +lo, sin 2 = œ (-rsina + Itsin £) 


sau, într-o scriere convenabilă pentru calculele următoare: 
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Aa — a, sin & 

Yoi a, cos & 

O, 1 

žo }=4-rsing +btsin Bta = {4 20, 
Vez r cosa + btcos p 

o, t 

Ke —rsina +ltsin f 


Dacă se derivează încă o dată condiţiile cinematice, se va obține: 


e . 2 , 
Xo, = -4E Sin a — aa; cosa; 


2 . 
Ve = ae, cosa -ao sina ; 


Sa : 2 : 2 
Žo, = -re sin d -ræ cosa + be, sin P —-bo; cos p = 
=(-rsina +btsin fe, + (-rcosa — br” sin B+ bu sin fo: 


2 ai PEN A 
Vo» = re, cosg —râ; sina + be, cos P + bo; sin p = 


= (rcosa + btcos f, +(ersina + bt sin B+ bu cos A: : 


z JE T: RR 
je =re cosg -ro sin a + le, cos P + lo; sin p = 


=(rcosa + lt cos Be, + (-rsina + IE sin 6 + lu cos A: ; 


sau: 
Žo — asin a -acosa 
Ya acosa — asin a 
E 1 0 
žo t =4-rsina +btsin re +4-rcosa -— bt’ sin £ + busin 8 ro? 
Yoz rcosa + btcos p -rsina + bt’ sin f + bu cos f 
E t u 
žc —rsina + itsin p -rsina + lt’ sin 2 + lu cos f 


sau în scriere compactă: 


fa} z (A, Je, t {4, jo; 
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Ecuațiile de mişcare 
Pot fi obţinute în mai multe moduri. Dacă se aplică teoremele 
fundamentale pentru rigid, considerându-se mecanismul ca fund 
compus din trei rigide, se va putea scrie: 
m Pentru bara AB se obțin două ecuații din teorema impulsului şi 
una considerând teorema momentului cinetic; 

ma =X, +X; 


me =Y, +Y, 
Ja& =M, +X, sina -Y, Z cosa- X, „sina +Y, 7 cosa 


. Pentru bara BC se obţine analog: 
M, Žo =-X g tXo 


M,e, = Ya t Ye 
l. l l. l 
Jees 460 AEE ROSII pepe a LII d COSA 


m Culisa C va avea o mişcare de translație rectilinie, deci se va 
putea scrie: 

Mko n FSA aa 
Dacă se scriu toate ecuațiile grupate se obține: 


m 0 0 0 0 0 0] 


Oom 0 0 0 0 Olli 
0 0 Ja 0 0 0 0lla 
0 0 0m 0 0 0Nžot= 
0o 0 0 m 0 0| 5o 
0o 0 0 0 Ja Ole, 
0o 0 0 0 0 0 m|| 
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XitX,} 
| +Y; 
M „+X asing —Y acosa -—xX,(r-a)singa +Y,(r-a)cosa 
-Xg tXo 
— Y; + Yo 
Xc(l-b)sin +Y -(l-—b)cos p + X,bsin p + Y,b cos p 
F, — Xe 


Fig.8.8.b. Separarea sistemului în părțile componente 


sau, dacă se ține seama de condiţiile cinematice: 


m 0 0 0 0 0 0 —asina —acosa 

O m 0 0 0 0 0 acosa —asina 

0 0 Ja 0 0 0 0 1 0 

0 0 0m 0 0 0 -rsina+btsinß te +4-rcosæ-bť sing +busing +) = 
0 0 0 0 m 0 0 ||rcosa+brcos/f —rsina +bf sin + bucosf 

0 0 0 0 0 Ja Q t u 

0 0 0 0 0 0 m ||-rsina+itsing —rsina +I? sinf +lucosf 
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r 


1 0 1 0 


0 0 0 
Xı 
0 0 1 0 1 0 0 y 
M, asing -acosa -(r-a)sinæ (r—a)cosa 0 0 H 
=4 0 >+) 0 0 -1 0 1 0 E 
Y; 
0 0 0 0 -1 0 1 z 
0 0 0 bsin g bcosf (l-b)sing (1-b)cosf i 
F.) | 0 0 0 0 -1 0 E 


(€ 


Dacă ţinem seama de notațiile anterioare, se poate scrie sub formă 
grupată: 
[m]{4, JE + (4, jo? )= fok + jo = o j+ NR) 


unde notaţiile sunt evidente. 


Lucrul mecanic al forțelor de legătură 


Lucrul mecanic al forțelor de legătură poate fi scris: 


dL = (5 AY (0) = {AY {0}" dt = 
= (a [410 dt = œ, {4 4O} dt 


Dar, avem relația: 


(4) 10)" = 
=|-asina acosa 1 —rsina+bisinf rcosæ+btcosp t -rsing +ltsing|x 
1 0 l 0 0 0] 
Ă, 
0 l 0 l 0 0 y 
asing —acosa —(r-a)sina (r—a)cosa 0 0 i 
0 0 -1 0 1 0 TS 
Y; 
0 0 0 -1 0 l n 
0 0 bsin bcosf  (1—b)sinf (I—b)cosf îi 
0 0 0 0 -1 0 s 
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-asin a + asin % 
acosa — acosa 

—asina —(r-—a)sina +rsina —btsin p +btsin p| |X 
Y 


acosa +(r-a)cosa —rcosa -—btcos P + btcos p 


—rsina +btsin J +t(l—b)sin 2 +rsina -—ltsin f| |Xe 
rcosa +btcos p + t(l -—b)cos 2 Yo 
0 “fat, X 
0 Y, Y, 
= K Sahaa oa Na 
0 Y; Y; 
0 Xe Xe 
rcosa +tlcosp) (Ye Y 
__ rcos& 
 Icosf 


Vectorul lo sa ) reprezintă torsorul forțelor de legătură generalizate, 
corespunzătoare coordonatelor generalizate considerate. Rezultă 
ecuația de mişcare: 

[ma sin? a + ma? cos a + Je +m, (-rsina + btsin 8) + 

1 1 CI 2 

+m, (rcosa + bt cos 8)? + Jar +m,(-rsina + lt sin le, + 

+ ma? sin acosa — ma” sin acosa + 

+ m(orsina + btsin B)(—rcosa — br? sin 2 + busin 8) + 

+m, (rcosa + btcos f)(—rsin a + br? sin + bu cos 2) + 


+Jootu + m(orsina + ltsin B)(orsina + lt? sin f + lucos B)lo: = 
= M„ +F,„(orsina + ltsin p) 


Dacă se efectuază calculele, se obţine: 
2 2 22. 2 
[ma +J +m, r" +m, bt + 2m,rbtcos(a + P)+ Jot + 


+m, (r sina + ltsin BY Je, +[m, (rbt cos(a — B) + rbucos(a + 8) -— 
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— rbtsin(a + P) -bt cos2f + btu) + Jo,tu + 
+m, (-rsina + ltsin B)(orsin a + lt’ sin f + lucos B)lo; = 
= M,„ + F.(orsmna + ltsin f) 
Dacă se notează: 
J(a)=14, [mkA }=[ma + Ja + mr? + mb? + 
+ 2m,rbtcos(a + B)+ Jot + m(orsina +ltsin pY] ; 
J'(a)={4} Îml4)= 
= [m (rbt cos(a — B) + rbu cos(a + B)-rbtsin(a + 8) bt cos28 + 
+b'tu+Jotu +m, (~r sina + It sin Br sin a + lt? sin 2 + lu cos 6)] 
M(a)= M, + F.(orsina+ltsin £) 
se obţine ecuaţia de mişcare sub forma: 
J(a)ă +J'(a)ăâ” = M(a) 


Reacţiunile se pot determina în acest caz cu uşurinţă. 


Teorema energiei cinetice 
Fiind un sistem cu un grad de libertate se poate aplica teorema 


energiei cinetice şi se obţine: 


-asina Tm 0 0 0 0 0 0 -asina 
acos & 0m 0 0 0 0 0 acos & 
1 0 0 Ja 0 0 0 0Ọ0 1 
E. == -rsing+btsinf> |0 0 0 m, 0 0 0 K-rsina+btsinß to? 
rcosa + bt cos f 0 0 0 0m 0 0 || rcosa+brcosf 
t 0 0 0 0 0 Jm 0 t 
-rsina+ltsinf) |0 0 0 0 0 0 m, ]l-rsina+Itsin p 
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E = „(ma + Ja +mr” + mbt” + 2rbtcos(a + B)+ 


l l 
+Jot” +m, (-rsina + ltsin 6) )o; = „Jai 


Lucrul mecanic virtual al forţelor exterioare este: 


dL =M „da + F.dx. =|M, + F (-rsina + ltsin B)hda = M(o)da 
Avem: 


-asina Tm 0 0 0 0 0 0 -asina 
acosa O m 0 0 0 0 0 acosa 
pr | 0 0 Ja 0 0 0 0 | 
m =4-rsing +btsinf; |0 0 0 m, 0 0 0 K-rsina+btsin p @Es + 
rcosa + bt cos p 0 0 0 0 m, 0 0 ||rcosa+brcos/f 
t 0o 0 0 0 0 Ją 0 t 
-rsina+ltsinf] |0 0 0 0 0 O0 m,|l-rsina+Irsin ff 
-asing m 0 0 0 0 0 0 —acos& 
acos& 0 m 0 0 0 0 0 —asina 
l 0 0 Ja 0 0 0 0 0 
pe —rsina+btsinf? | 0 0 0 m 0 0 0 -rcosa-brfsinf+rbusinfia 
rcosa+bteosf | |0 0 0 0 m 0 O |-rsina+bfsinf+bucosf 
t 0 0 0 0 0 Ja 0 u 
-rsing+ltsing| |0 0 0 0 0 0 m,ll-rsina+/rsinf+lucosf 
E =[ma° + Ja + mr + mb" +2m,rbtcos(æ + B)+ Jot + 


+m,(orsina +ltsin 3) Joc, + m (rbt cos(a — p) + rbucos(a + 8)-— 
— rbtsin(a + B)-b"P cos28 +b’tu)+Je,tu + 


+m,(orsina +ltsin B)(orsina +11 sin 8 + lucosf)lo; 


şi dacă ţinem seama de teorema energiei cinetice pusă sub forma: 


dE, dL 
dt dt’ 


după simplificare cu œ, rezultă relația obținută anterior când am 


utilizat teoremele fundamentale ale dinamicii. 
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Principiul lucrului mecanic virtual 


Fig.8.5.c 


óL =M „ôa + Foca — Fuke — Fa -M ôq Ea 
=i = Pao +M,ôß — Fiy 
Oc = (orsina + ltsin f): ôa; 6xa, =-a0 sina ód; 
Ga, = aa, cosa: Sd; Xo, =(-rsina +btsin £) ôa; 
o = (rcosa +btcos 8): ca; 8L =t. ôa; 
Fa =M žc; Fi =M İc; Fo =M, ľc7; F =M, Ñcz; 
M =Ja6 ; Mo=Jo& 3; mia ; 
GL = Ma + F, (-r sin a + lt sin B): ŝa -m ža (- aa, sin a)5a — 
-m ïa lao, cosa)5a — J £, ĝa — măc-(- rsin a + bt sin B)5a — 
— m, ïc (r cosa + bt cos B)5a + J e,tôa — miitca(orsin a + lt sin 2): ôa 
óL =[M „ +F; (-r sing + ltsin 6) 
—m, (- ae, sin a — aa) cos aY- aa, sin a)- 
=m; (as, cosa —aay sin a (ao, cosæ)- J£- 
—m, [sina + btsin Be, + (-rcosa — bt sin 8 + bu sin o? |- rsina + btsin f)- 


—m (r cosa + bt cos Be +(-rsina + bt” sin B+ bu cos Bo: |rcosa + btcos f)+ 
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+ J,£,t — m, (r cosa + lt cos 2 )e, + (- rsina + lt’ sin f + lu cos 2 o? k- sin a + lt sin f)]: ôæ = 0 
Se obțin, în final, relațiile determinate anterior prin alte metode. 


8.9. Să se scrie, utilizând ecuațiile lui Lagrange, ecuațiile de mişcare 
ale unui punct material de masă m, care alunecă, fără frecare, în 


interiorul unui arc de cicloidă. 


Fig.8.9 


Rezolvare: Ecuațiile parametrice ale cicloidei sunt, pentru sistemul de 
coordonate din figură: 
x = a(0-—sin 0); y=a(l+ cos) . 
Componentele vitezei sunt: 
x = a0(l-cos0); ý=-aĝsinð . 
De unde se obţine energia cinetică: 
T = ma”6(L-cos0). 
Energia potențială este: 
V = mgy = mga(l + cos), 
iar lagrangeanul L = T— V rezultă: 


L =ma°ĝ’ (1 — cos0)- mga(L+ cos). 
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Pentru determinarea ecuaţiilor de mişcare se aplică ecuațiile lui 
Lagrange. Se obţine: 
2 > oL pa. 
= 2ma“O(L- cos 0); — = ma“Osin 0 + mgasin 8 , 
00 00 
iar ecuaţiile de mişcare devin: 


(1=cos0)ă + 162 sin 0- E sin0=0. 
2 2a 


Dacă facem schimbarea de funcţie: 


0 
u = COS — 
2 
se obține: 
2 
Gili e RIN e ; Al Pain ie da 
dt 2 2 dt 2 2 4 2 


Ecuația de mişcare devine, în noua variabilă: 


2 
dU 4 4 =0 
dt 


unde s-a notat: 07 = E 


Perioada mişcării este: 
27 4a 
T =—=27 |—. 
O 8 
Punctul material oscilează în jurul poziţiei de echilibru static cu 
perioada cu care un pendul simplu matematic de lungime l=4a 


oscilează în jurul verticalei (pendulul cicloidal). 
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8.10. Să de determine ecuațiile de mişcare a două corpuri de mase m, 


şi m», legate prin resoarte având aceeasi constanta elastica k. 


AAA m M AZI AI 


Fig.8.10 


Energia cinetică a sistemului este: 
22 s2 
SMA g N 
2 2 


T 


Energia potențială, acumulată în resoarte, este: 


ka kœ- bo 
2 2 2 


Lagrangeanul devine: 


y= 


:2 „2 2 2 2 
mX g aA m kxi „ko =) „ho 


L=T-V = 

2 2 2 2 2 
aL oL 
= =k tk); a = klax) k; 
ôx 0x 
aa TP aag Z 


Ecuațiile de mişcare devin: 


MĂ) + 2k>x, = kx,= 0 


me [e oA e- 


312 


CINEMATICĂ şi DINAMICĂ 


CAPITOLUL IX 
VIBRAȚIILE SISTEMELOR MECANICE 


9.1. Să se determine pulsaţia proprie ale sistemului mecanic din 


fig. 9.1. 


Fig.9.1 


Rezolvare: La deformarea resortului cu lungimea óx, scripetele se 
roteşte cu unghiul 60, iar masa m, va cobori cu distanţa ôx. 
Avem relaţiile cinematice: 
óx; = ROQ; ôx =r00, 
Dacă le derivăm în raport cu timpul obținem relaţiile între viteze: 
v =R; W=no 


şi între acceleraţii: 
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a3=R)E; QENE 
Vom putea scrie teoremele fundamentale pentru scripete şi pentru 
masa care coboară. Pentru scripete, teorema momentului cinetic 
dă: 

JzE£ = hS — R>S3 
unde forța S} este egală cu forța elastică care apare în resort: 

Sa = F, = kx 
Pentru masa m, teorema impulsului ne dă: 

ma =G — 2 


Cele două ecuații pot fi scrise împreună: 


sau: 
0 J, ile] |0 Rl|le HS 
Lb) Lb) 
deci: 


a 1 Il. 
E 1/7 1/7 


Ecuațiile de mişcare devin: 


ÓX 1 
00, 1/7 
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0 J I(r O Rk|ll/r rs» 


Dacă se preînmulţeşte sistemul cu: [1 1/r,] se elimină tensiunea 


în fir S> şi se obţine ecuaţia: 


m ol 1). 0 0 |[1 
| 1/r] 3 +|L 1/7] j x, =G, 
0 J,|lir 0 RŽk|\1/r 


2 
P Fa 


cu pulsația proprie: 


sau: 


9.2. Să se determine pulsația proprie a sistemului mecanic din 


fig.9.2. 


Rezolvare: Cilindrul 1 are o mişcare plan-paralelă (de rotație şi de 
translație a centrului). Ecuațiile de mişcare vor fi: 

ma =G -$ -S 

Je =S R -SR 
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Fig.9.2.a 


Pentru cilindrul 2 vom avea: 
J E€ = S2 R, — SR) 

Pentru cilindrul legat de resort vom putea scrie: 
m;a; = S; — F, -T 
Jz£3 = Szr + TR} — F,R, 

unde F, = kx; . 


Ecuațiile de mişcare se pot scrie grupat: 
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m 0 0 0 Olfa 0 Gmi S 
0 Jz 0 0 olla 0 SiR; — SR, 
0 0 J, 0 0 [e,h+ri 0 t= S,R,-S;R 
0 0 0 m 0|la kx; E A 
0 0 0 0 ville] lost Sr, + TR 


Condiţiile cinematice pot fi scrise sub forma: 
& =R50,; 26, = R250,; 26, = 6 = (Ry +n)50; 


& = R360, ; & =2R60, = 26, 


Fig.9.2.b 


de unde: 
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0%, l 
ô0, 1/ R; 
00, += 2/R, ô Xi 


æ, | [2R, (R, +r,) 
50, 2 (R, +r) 


Prin derivare se obțin vitezele şi accelerațiile: 


vi l a, l 

O, 1/ R El 1/ Ri 

0, ţ = 2/ R, Vs 4£P= 2/ R, a, 
V3 2R, (R; +7) ZE 2R, (R; +r) 

O; 2 (R; +7) E3 2/(R; +7) 


Ecuațiile de mişcare devin: 


m 0 0 0 0 | 0 
0 Jz 0 0 0 1/ R 0 
0 0 J 0 0 2/R, a; + 0 x, = 
0 0 0 m 0 ||2R (R +r) 4kR, (R; +r) 
0 0 0 0 || 2R +7) 4kR? (R; +r) 
G -S1 -S, 
SiR -SR 
= 4 S Ra — SR, 
Sa -T 
S37 + TR} 
Prin preînmulţire cu f k aa |s obține: 
R R R+n R+n 
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2 2 


R R (R+ (ra) (R +n) 
Rezultă pulsația proprie: 
2 
T 
3 (R; +7) 
J 4J, 4m R? 4J, 
Tar Rl z* 2 
R R Rtn) R+n) 


mı 


9.3. Să se analizeze o transmisie (spre exemplu o cutie de viteze) 


schematizată în fig. 9.3.a. 


Fig.9.3.a. Sistem elastic cu trei grade de libertate 


Soluţie: Întrucât se consideră legătura dintre volantul 3” şi 3” 


rigidă (k; = inf ), transmisia poate fi redusă la trei volanți, deci la 
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un sistem cu trei grade de libertate. Analiza acestui sistem se va 


face gradat. 


1) Ecuațiile de mişcare 
În fig.9.3.a este prezentat sistemul elastic şi împărţirea lui în 


subsisteme cu un singur grad de libertate. Vom face notaţile: 


R „RR „Ra 
l = > a NR NR 2 (sp) 
R, R; R, i 
unde i, şi i sunt rapoartele de transmitere determinate de cele 


două angrenări exterioare. Atunci, utilizând ecuațiile lui 
d” Alembert, ecuația de mişcare pentru volantul din subsistemul 1 


este: 

M, — Ma —M! =0 (9.3.a ) 
unde M, este momentul motor, care antrenează sistemul în 
mişcare, M a = kı lo, 5 p,)= ki (o; -i p) este momentul elastic 
care apare în elementul de legătură între volantul 1 şi volantuţii 2 şi 
2 iar Mi =J, este momentul datoar inerţiei la rotaţie al 
volantului 1. În acest caz ecuaţia (9.3.a ) se mai poate scrie: 

Ji + kile — po )= M, 


Unghiul p> al volantului cu raza R, devine, prin demultiplicare, 


R 3 
unghiul o, =i p9, = —ọ,. Pentru a nu complica formulele am 
2 
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considerat că momentul de inerție al volantului cu raza R, este 
zero, deci acest volant nu va juca nici un rol în ecuaţiile de 
mişcare, având doar o semnificație cinematică. 
Ecuația de mişcare pentru volantul cu raza R, (fig.9.3.b) este: 

i i zÀ 


sau: 


ope ; i 
J Öz A — î2 po hu lei 7] =0 
2 


a) 
Fig.9.3.b. Transmiterea mişcării prin 
angrenare 


Momentul M „ a devenit, în virtutea faptului că forța tangențială în 


angrenare se păstrează (F; = Fp), iM 5: 


Fa = Fo 
M a M; 
R> R, 
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R, | 
E — Ma z IM a 
R, 


M' 


el 
Pentru volantul al treilea se poate scrie: 
5 M -M,-M}=0 
PF E2- AD ce Pa 
2 


sau: 


e i 
J30; -Elo a =-M, 
l2 l2 


Cele trei ecuații formează sistemul de ecuații diferențiale: 


JÖ +k (p -ip2)=M; 


ai i 
JÖ: -izki (pı -i202) + ka (p2 = W) =0 
2 


zi i i 
J30; — ko (p -2 ø) =-M, 
l2 l2 


sau, în formă matriceală: 


J 0 o0]íġ d Ii Ci 
0 Ja Oh hkr Etk 
0 0 J3ll6 


il) Model echivalent 
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Pe baza fig.9.3.a şi a analizei făcute anterior pentru sistemul elastic 


dat se poate face figura sistemului echivalent (fig.9.3.c), alcătuit 


din trei volanţi legaţi prin elemente elastice. 


Fig.9.3.c 


iii) Modul de mişcare rigidă 
Dacă sistemul se comportă ca un rigid, atunci modul de mişcare 


rigid este: 
l 
p 
Aj 
(Do (DI 
l2 
P3 | 
l3 


Este natural să raportăm mişcarea tuturor volanților la mişcarea 


primului volant prin noile funcții: 


323 


Culegere de probleme 


0, 1 0 O0llg, 
0. ț=|0 i Ol 
0; 0 0 ijp 


de unde rezultă şi dependenţa: 


Pi l i 0 [8 
pı;=|0 — 0 [0 
i 
P3 ; | 0; 
0 0 — 

l3 


JI 0 oļi 0| ö 
0 J 00 — 0k $+ 
lz Ap 
0 0 J l 0, 
0 — 
l3 
k -ik 0 1 0 0|[8 M, 
l2 l2 
j j2 ] 0; -M, 
l, i; 3 


Pentru a transforma şi forţele şi momentele în spaţiul determinat de 


noile coordonate independente [8 8, 8,] se preînmulţesce 


ecuaţiile cu: 
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T 
1 0 0 
1 
0 — 0 
l2 
Te 
l3 


Ji 0 0 0 kı Eg kı 0 0 M; 
J k 
13 ă 2 n2 |g M, 
J3 i k, k, À j 
o d T A 3 
E i3 5 


Modelul matematic echivalent este prezentat în fig.9.3.d. 


pii 


Fig.9.3.d 


iv) Simulare numerică 
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Pentru un calcul numeric să alegem următoarele valori pentru 


elementele care definesc sistemul: 


J J k 
J =3J ; ==2J ; $=2J ; k=3k ; Ż=2k 
5 i3 5 


Cu aceste valori ecuațiile de mişcare capătă forma: 


3 0 oll 3 -3 0 [8 M, 
JO 2 0KÖË$+k -3 5 -2k0,}=4 0 
00 2llă 0 20. Se, - Je 22: 


Matricea dinamică este: 


2 m Q 
plprk-žj-3 s -2 
=. iA 


v) Valori proprii 
Ecuația caracteristică este: 
det(|p? |- œo |E)=0 (sau det([K]-@°[Jh=0 ). 
Rezultă: 
2-A -2 0 
-3 5-A —2|=0 
0 -2 2-A 


2J : ; 
unde s-a notat: A = œ? r Rezultă ecuația: 
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X — 947 + 144 =0 
cu soluţiile: 
AM =0 ; W=2 ; An=7 
De aici rezultă pulsaţiile proprii: 
O 0 


P fi 


vi) Vectorii proprii (modurile proprii de vibraţie) 
Pentru prima valoare proprie o; = 0 va rezulta modul de mişcare 


rigidă din sistemul linear omogen: 


2 —2 Oie 
-3 5 —2he,t=!0! 
0 —2 2e 


Dacă se alege e, =1 se obţine pentru primul mod de mişcare: 


l 
(0, ) =al 
l 
Pentru a doua pulsație proprie o = — rezultă sistemul: 
0 -2 Olle 
-3 3 =2ke,»=10} 
0 -2 Olle 
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Dacă se alege e, =1 se obţine al doilea mod de mişcare: 


Shs 


TA ; >. 2 Tk ah 
In sfârşit, pentru a treia valoare proprie œ; = T rezultă sistemul: 


=3 2 Oke 
-3 -2 —2he,b=10) 
0 —2 -5e 


din care rezultă al treilea mod de mişcare: 


| 
fb, }=4-2,5 C) 


l 


Matricea modală va fi: 


1 1l | 
lo]=|1 0 -2,5 
1 -15 1 


Fig.9.3.e.Modurile de mişcare 
vii) Coordonate canonice 


Să facem trecerea la coordonatele canonice prin transformarea: 


0, qı 1 | | qı 
br =[@kqg>=|1 0  —25Hq, 
0; q3 | —15 1 gs 
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Coeficienţii matriceali ai sistemului de ecuaţii în coordonate 


canonice sunt: 


7 0 
hu =lo]mlo]=y| 7,5 ; 
0 70 
0 0 
h£1]=lo] [xlo]=a 7,5 ; 
0 245 
M; 
0)=lo]. o 


In noile coordonate canonice ecuaţiile de mişcare vor avea forma: 


7 d, 0 qı M; -M, 
i 5 artk 75 qa? =4M, +2,5M, 
70 |(ä; 245 | (q; M,+M, 
i Mge cea Ne a 
unde: M, = ———. Sistemul poate fi scris în forma alternativă: 
l3 
a MoM . k, _M+25M, 
qı T7 ”? d» gË ES AE 
„Ik M+M, 
BDA 009 


viii) Normare inerțială 
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Dacă punem condiția ca matricea modală normată să respecte 
relația: 
lo] lulo,1=[£] 


rezultă pentru matricea modală normată inerţial: 


1 
— 0 
Po Er l 
o, „l=-lolmz=11 o -2510 —— o l= 
[®y]=lelmM f>? T 
l1 -15 1 i 
0 aa g 


0,3785 0,365 0,239 
=| 0,3785 0 — 0,597 
0,3785 -0,548 0,239 


ix) Matricea spectrală 
Ecuațiile de mişcare în spațiul coordonatelor canonice, cu norma 


inerțială, devin: 


j, 0 0 0l(a, 0,3785(M, —M,) 
T 0 2 0[gq,0=—10,365M, +0,548M, 
ü 0o 0 7llq|] “| 0,239M4,+M) 


(i)+ ho? 1-20) 


unde | Q? \l este matricea spectrală. 
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x) O soluţie numerică 
Să alegem spre exemplificare p? = = = 100 s”. Rezultă pentru 


matricea spectrală: 


0 0 
No?i]=[o 1414 o 
O 0 26,45 


Soluția sistemului în coordonate canonice este: 


qı diot + qio 
q3 qz cos(26,451 + P30) 


Soluția sistemului în coordonatele modelului echivalent este: 


0, 
0, =[Pla)= 
0; 
0,3785 0,365 
= 40,3785 (dt + qo) + O bqa cos(14,14t + Pa) + 
0,3785 — 0,548 
0,239 diot + qio 


+4— 0,597 Pq304 dao Cos(14,147 + 9) 
0,239 qro COs(26,45t + 9) 


Cele şase constante de integrare se determină din condiţiile iniţiale: 


0, Oio 6, Âo 
0, = Of; 1% = 4 ho 
0, 20 Oo 0; per Ozo 
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Rezultă sistemul: 
Oio = 0,3785qp + 0,365929 COS P29 + 0,2390 COS P30 
029 = 0,3785q1p — 0,597 q30 COS Po 
Oz = 0,3785q19 — 0,548429 COS P29 + 0,239930 COS P30 
şi: 
0.9 = 0,3785ġ19 — 5,161ġ29 sin pp + 6,322ġ39 SİN P30 
0. = 0,3785ġ19 +15,791ġ39 SiN P30 
09 = 0,3785410 + 7,7499 sin P29 + 6.3229 Sin 030 
Din acest sistem de şase ecuaţii cu şase necunoscute rezultă 


410» 10420430 > P20 P30- 


X1) Sistem perturbat 
Dacă sistemul este perturbat de un cuplu motor constant 
M, =100 N-m cu J=l1kg. m’ dar fără cuplu rezistent, ecuația 


de mişcare devine: 


00 0 0,3785 
(39+100|0 2 0 [(g) = 1002 0,365 
0 0 7 0,239 


Trecând la noua funcţie vectorială: 


0 0 01[0,3785 0 
(â)=19)-]0 k 0 |! 0,365 (= {q}- 40,1875 
1 || 0,239 0,0341 

D 
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sistemul devine din nou neperturbat: 


000 37,85 
îl+100[0 2 olg}=; 0 
00 7 0 


cu soluția: 


2 
d, = 37,855 + diot + dio 
d» = qa COS(O2t + P20) 
d3 = q30 COS(@3t + P30) 
Prima soluție reprezintă mişcarea de rigid care, în lipsa unui 
moment rezistent, este uniform accelerată, iar celelalte două 
reprezintă oscilații armonice a căror suprapunere oferă mişcarea 


volanților. Se va putea deci scrie: 


2 
t Ă 
0; (30 COS(@3t + 939) + 0,0341 


xi) Transmiterea perturbaţiilor 
Să considerăm transmiterea unei perturbații de la motor, de forma: 


100 
{M,}=4 0 bcos504 
0 


şi a unei perturbații de la maşina de lucru de forma: 
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0 


fm, = 0 pcoslOt 


100 


Să considerăm sistemul de ecuații normat inerţial: 


0 0 0 
fä}+100 0 2 0 |lq!= 
0 0 7 
0,3785 0,3785 
= 100+ 0,365 >cos50z + 100: — 0,548 » cos 107 
0,239 0,239 


cu soluţia particulară forţată: 


qı 
d = 
d3], 
= 0 0 

25 i 0,3785 —1 0 0 ||0,3785 

=| 0 T 0 0,365 >cos50t+| 0 1 0 f K-0,548>cos10t 
1 || 0,239 0 0 et 0,239 
0 —— 6 


Această soluție se va suprapune peste soluţia sistemului omogen 
determinată anterior. Constantele de integrare se vor determina 


pentru soluția compusă din soluția omogenă şi soluția particulară. 


xii) Câtul Rayleigh 
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Se vor aproxima valorile proprii utilizând câtul Razleigh. Pentru 
primul mod de mişcare se alege vectorul propriu sub forma: 
DY =[1 1 1] 


Rezultă prima valoare proprie: 


„2 Fko}, 


tome) 


Al doilea mod propriu îl alegem sub forma: 


(o, =[ 0 —1] 
iar valoarea proprie rezultă din relația: 


o? = 2) Kj) _ 


- (o, mM fo,} 
3 -3 o0o](1 
[1 0 -iļ-3 5 -24K 0 
k w ar ein 


de unde œ, =14,14s™! care coincide cu valoarea obținută 
calculând exact rezultatul. Pentru a calcula aproximativ a treia 


valoare proprie se va alege vectorul propriu sub forma: 
(DY =[1 -2 1] 


Rezultă: 
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O = = 
10) Mle) 
3 —3 OI[1 
[i —2 1]-3 5 —244-2 
_k 0 0 DAU), 405 ap 
J 3 l 13J 
[1 -2 1]0 2 o0ķk-2 
0 | 
deci: 
a = 26,31 s7 


faţă de rezultatul exact 26,45, deci şi în acest caz o aproximare 


deosebit de bună. 


xiii) Raportarea la mişcarea rigidă 

Este natural ca în studiul sistemului să introducem o coordonată 
a, care să descrie mişcarea rigidă a sistemului. Vom impune ca 
această coordonată să respecte condiţia ca momentul cinetic total al 
sistemului să fie egal cu momentul cinetic al transmisiei 
considerate rigidă şi rotindu-se cu unghiul a,. Deci: 

Îi +22 p io, =Jă, 
l3 l3 


Jad 
de unde: J=J; e 
h b 
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De asemenea se vor introduce coordonatele œ, şi a care să 


reprezinte mişcarea relativă a volanţilor în raport cu mişcarea 
rigidă: 


QŒ = Pl 7h 


Íz 
Q3 = P2 e Va 


2 
deci: 
aE 
O, l> l3 Pı 
43) jo 1 -8| 
l2 
, J 
CNE e A pe ; J, = >. Rezultă: 
1 Jz J3 Jsi, 
o is A 
De i O a 
Pı l ji J; 1 1 
P =| = E æ p =[Lk a 
p 2 2 £ a a 
| i 
İz i3 l3 izi; 


Dacă se fac calculele se obține: 
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J 0 0 
AEE ET JJ; 
[L] [JIUL] d T 
0 JiJ3 J; (Ji +J2) 
J J 
x J * J șI 
cu J, == , J; => ŞI: 
l2 3 
00 0 
[JIK] =|0 ka 0f 
00 4 
unde: pan 
l2 


Ecuațiile de mişcare devin: 


Jă, = 0 


1+) J3 alala Kl= 
J JJ; J3 (Ji + J3) LE 0 k, |laz 


Ultimile două ecuații sunt cuplate inerţial (dinamic) şi decuplate 


elastic (static). 


9.4. Se consideră un arbore cotit, care are la unul din capete un 


amortizor, ce poate fi modelat într-un sistem cu mase concentrate 
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ca în fig.9.4.a. Ecuațiile vibraţiilor libere neamortizate ale 


sistemului sunt: 


[I+ [K ko} = 10) 


unde: 


J4 
[J] = J 5 
J6 
J7 
Js 


Jo 


Amorfizor } 
Fentilator+ 


distributie 
pă pp ta a Folant 


Fig.9.4.a. Modelul unui arbore cotit 
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0 
k k 
sk tks =k 0 
= n + ses 
[K]= sk ithir <E 
si dioe cii 
0 Sir eriy E 
ahe kekke =h 


-k k, 
T 
(pl =I P ho Pa P Po P Pe pl 
Dacă se consideră şi influența amortizorului de vibrații, ecuaţiile 


de mişcare ale vibraţiilor libere sunt: 
IHO) +CH) + [K Ko) = {0} 


cu: 


[C]= 0 


Sistemul: 


([K]- o; [MI {O} = {0} 
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oferă modurile proprii de mişcare reprezentate în fig. 9.4.b. Se 
observă că modurile de vibraţie ale arborelui sunt decuplate cu 
modul de mişcare al amortizorului (al doilea mod de mişcare 


rigidă). 


Fig.9.4.b. Modurile de vibraţie ale arborelui cotit 
Ecuația: 
det((K]-@ |M) =0 
oferă pulsațiile proprii în absența amortizării. Pentru autocamionul 
ROMAN cu motor D215 vectorul pulsaţiilor proprii, calculat, este: 
lo’ }=[ 0 0 1076” 28287 4938? 6596° 8091? 10445° 10866° ] 
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9.5. Fenomenul de bătăi. Să considerăm două pendule cuplate 
elastic (fig.9.5.a). Ecuațiile de mişcare vor fi: 

JÖ = —meLsin 0, + ka? (0, —8,) 

J ,Ö, = —mogLsin 0, — ka? (0, —8,) 
Pentru oscilații mici se poate considera: sin, = 0, , sin 0, = 0. 
Neglijând masa barelor avem şi: J =m ; J =m LI. În 
aceste ipoteze ecuațiile de mişcare devin: 

n 0 fahe +mgL -ka | la). f) 

0 m|l6, -ka? ka +m>gL|l0] (0 


Pentru simplificarea calculelor să considerăm: m, =m, =m. 


Rezultă: 


ka g ka” 


.. +> — — 
Ol |m L mr ||Al_J0 
0] | ha kè goj lo 


mL? mÉ L 
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Să notăm mai departe: 


2 
AAE- S 2 ka 
Po cro 5 pbe 


Cu această notație ecuațiile de mişcare vor putea fi scrise: 
i 2 2 
i | Po t PIi -Pi 
phe Pi o=o 
— Pi Po + Pi 
Ecuația caracteristică: 


2 2 2 2 
Po +t Pi -0 — Pi 


ai 
- p? p?+p? -o 


2 


oferă imediat pulsațiile proprii ale sistemului: 
2 BS ee y 2 2 
Pentru prima valoare proprie primul vector propriu este dat de 


sistemul omogen: 


| pi a 
-pf pi ez 0 


de unde, dacă se alege e, =1 se obține: 


Această mişcare proprie reprezintă o oscilație a sistemului ca şi 


cum cele două pendule ar fi legate printr-o bară rigidă articulată la 
capete şi ar oscila cu pulsația proprie p, =4/g/L (ar fi un singur 
pendul). 


343 


Culegere de probleme 


Pentru a doua valoare proprie se 


obţine: Lle á 
0 


2 2 
-p;i -Ppi |®2 


cu soluția: | 
| 


Este un mod de mişcare “simetric” 

adică cele două pendule vor oscila, cu aceeaşi pulsaţie, dar în 
contrafază (poziția unuia se obţine din poziţia celuilalt prin 
oglindire). 


Soluţia generală devine: 


0, 1 | 
= A tcos(at+ )+ 4 cos(@t + p») 


Constantele de integrare 4,4,01,92 rezultă din condițiile 


inițiale: 


la a loal ala eo en 
0, 120 0-0 0, 1-0 0-0 0020 


care duc la sistemul linear: 


Fu i io 
cos coso, = 
19] Pı 2)_] Pı O 
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e i I| 0019 
A0, sın 0, + A» @ sin > sin p, = — 
i -l (020 


Pentru simplificarea calculelor să luăm: 


Oio 2a t 0019 0 
= 1 = 
(sistemul porneşte din repaus din poziția din fig.9.5.b). Se va 


obține: 4, = 4, =a şi @, =p =0. În aceste condiții răspunsul 


sistemului este: 


afea 
=a(4_ pcos @t + cos @,t) = 
0, l -1 


COS t COS t 
= 2a 2 2 
sın ——— t sin ——~ t 


Fenomenul de bătăi. 

A ka? g E e 

In cazul în care — << r apare fenomenul de bătăi. Atunci când 
mL 


8 are amplitudinea maximă pe caracteristica de modulare 0, are 
amplitudinea nulă şi reciproc. 


Dacă se notează: 


2 2 
aa OTO = ta Doi EAD ae 


2 2 d, 
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2 2 
3-02 Popa a _ —po+po+2pi Pi 
2 2 Ap, + yp +2p?) 2Po 
se poate scrie: 
0, | _|2acosorcosăi| A (t) cosot 
Of \2asinotsin&| | B“ Osinat 
unde O) = 2acosăt ; B'O = 2asinóőt sunt amplitudini 


variabile în timp (modulare) ale oscilaţiilor cu pulsația o. 


Fenomenul de bäta 


Amplitudinea 
oO 


0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 
omega o.i [grade] | p/omega _0*0,9) 


Fig.9.5.c. 


47 P, 


Sa 2 
Pseudopulsaţia fenomenului oscilant este: T, = că ȘI Lp == 3 
o Pi 


perioada celui modulator. Perioadele vor fi în raportul: 
2 
le sili PE 
Ts 2\ Po 
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ceea ce face ca cele două caracteristici să se separe foarte bine. 
Prin urmare cuplajul elastic slab realizează un transfer de energie 
între cele două pendule, energia sistemului conservându-se pe 
ansamblu. 

9.6. În cele ce urmează se prezintă un sistem cu volanţi cu ramuri 


simetrice (fig.9.6.a) 


Fig.9.6.a. Sistem cu volanţi cu ramuri simetrice 


şi subsistemul care va avea aceleaşi moduri proprii ca întregul 


sistem: 


Fig.9.6.b. Subsistemul cu vibrații proprii egale 


cu ale sistemului simetric 
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Dacă se calculează valorile proprii pentru subsistemul (Sı) se 
constată că acestea se regăsesc prin pulsaţiile proprii ale sistemului 
ramificat simetric. Sugestiv pentru prezentarea rezultatelor este 
reprezentarea modurilor proprii de vibrație pentru sistemul 
ramificat şi unde se pot identificare cazurile în care vibraţiile 
proprii ale subsistemului (S4) coincid cu cele ale sistemului (S). În 
aceste cazuri modurile de mişcare ale celor două subsisteme ($,) 
vor egale şi de sens contrar iar celelalte mase concentrate vor fi în 


repaus. 
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Fig.9.6.c. Modurile proprii de vibraţie pentru sistemul ramificat 


simetric din fig. 4.9.a 


rr FR 
a rect aud 
= a 


Fig.9.6.d. Modurile proprii de vibraţie pentru sistemul (Sı) 
simetric din fig. 9.6.b 


9.7. Modelul unui autocamion. Gradul de simetrie al unui astfel de 
sistem este destul de redus şi din această cauză o singură pulsaţie 
proprie pentru sistemul simetric va coincide cu una din pulsaţiile 


sistemului general. Dimensiunile sistemului sunt date în fig. 9.7.a. 
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ind ES 
h 


Fig.9.7.a. Modelul matematic al unui autovehicul 


cu două punți (autocamion) 


Se vor considera coordonatele independente generalizate 
{a =lq4 a -.. q: definite după cum urmează: 

= SĂ ; q =X" ; q4=Q ; 

qs=f ; doo ; q=" 
Cinematica sistemul ne va da relațiile care există între coordonatele 
punctelor principale, scrise în funcție de coordonatele generalizate 


independente: 


EPRE di E T E 
17574 > d4 z 15° => z 16 > 
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Xay = ya E i re a ea a 
2754 z 14 z ds > 6742 z 16? 


A E E 
GSS e atei LA iei O sus, 


A E E 
X4 =q TA4 Tdi Xg = 43 -z747 


2 2 2 
Forţele care apar în arcurile care asigură suspensia şi în pneuri 
sunt: 
fi = km = xs) ; 
fo = ko = x6) ; 
fs ka a); 
fa =—k'(x4—- x) ; 


fs = ks —xo) i 

fe = —k(x6 — Xo2) 

fe = ka k) 3 

fe = Rap =x) ; 
Se poate scrie: 


Do [LA a) 


unde matricea [4] este dată de: 


e 
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1 0 0 sA A 0 0 
2. 2 
1 0 0 e 0 0 
2 2 
1 0 0 A 0 0 
2 2 
1 0 0 Z -Ż 0 0 
[4]= x 
010 0 0 — 0 
2 
010 0 E 0 
2 
001 0 0 0 2 
2 
001 0 0 = 
2 


Ecuațiile de mişcare pentru părțile componente ale sistemului sunt 
date de: 
Mžc + k(x; —x;)+ k(x, — x) + k(x, — x) k(x, — x)= 0 
m'¥'—k(x; —x;)— k(x, —x;)+ k'x; +k'x; =0 


m''¥''—k(x;, — x )— k(x, — xg) + k'x; +k'x; =0 


se A A A A 

Ja + k(x >) A a) 2 0 Sp) N So =0 
ȘI E E E E 

Jsp +k(x E 0 E r E E 
Ya] ' E ' E 

J p DB Has x) -k ra -x,)-k “ls =0 


A E E 
J pf Hk(x; — x4) -— „dest ac =) kaal =0 
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| Î(xs T Xo) i 
| (axe = Xa) 


Fig.9.7.b. Descompunerea sistemului în părţile componente 


Dacă se va ţine seama de condiţiile cinematice scrise anterior se va 
obține: 

mic + 4kx, — 2kx'—2kx"= 0 

m'¥'+2(k + k')x'+k(2x, + 4Aa)=0 

m'¥"'+2(k + k')x"'+k(2x, — Aa) =0 

J æ + kA(4a -—x'+x")=0 

Jg Ë + RECE - EP'-Ep") = 0 
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Ip +e) E pp- E = 0 


J p "H+ e A + 40» = 


Dacă, în continuare, se vor face notaţiile: 


m 0 0 0 0 0 0 
Om 0 0 0 0 0 
0 0 m' 0 0 0 0 
[M]=|0 0 0 J4, 0 0 0 
0o 0 0 0 J 0 0 
0 0 0 0 0 Jp 0 
00 0 0 0 0 Jp 
4k -2k -2k 0 0 0 0 
-2k X(k+k) 0 -k4 0 0 0 
-2k 0 0 2X(k+k) +kå4 0 0 0 
0 —KA RA kê 0 0 0 
[&]=| o 0 0 O AE pt ge 
2 2 
0 0 0 di aia (+ pyE_ 0 
2 2 
0 0 0 (js Be 0 (+ p)E_ 
j 2 


ecuațiile diferențiale ale vibrațiilor libere ale sistemului sunt date 
de: 

[M lä} + Ka) = {0} . 
Dacă se țin seama de valorile reale ale parametrilor care apar în 


ecuații pentru autocamionul ROMAN 8135, se pot calcula valorile 
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proprii şi modurile propii de vibrație. După efectuarea calculelor 
cu programul de calcul MATLAB se obţine pentru matricea 


modală forma: 


0,7132 -0.0978 0 0 0 0 0 
0,4956 0.7037 -0.7022 0.6605 0 0 0 
0,4956 0.7037 0.7022 -0.6605 0 0 0 
[®]= 0 0 0.1180 0.3572 0 0 0 
0 0 0 0 0.7132 -0.0978 0 

0 0 0 0 0.4956 0.7037 -0.7071 

0 0 0 0 0.4956 0.7037 0.7071 


În continuare se vor reprezentate modurile proprii de vibrație ale i 
maselor suspendate şi nesuspendate ale autovehicului. În acest caz 
gradul de simetrie este scăzut şi se manifestă numai în cazul 
ultimului mod de vibraţie care este identic cu cel al masei 


nesuspendate (puntea rigidă), dacă este studiat separate. 
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i 
poa 
N 


\ 
= 
N 


NE 


Fig.9.7.c. Modurile proprii de vibraţie pentru un sistem simetric 
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Fig.9.8.a. Un sistem cu simetrii 


9.8. Să considerăm acum sistemul cu simetrii din fig.9.8.a. După 
cum se vede pe figură pot fi izolate două ramuri identice. Luăm 
pentru momentele de inerție valorile J, =J; J} =2J; J} =4J; 
Ja =J; J;=3J;Ję=7J;Jņ=5 şi pentru constantele elastice 
k =k;k, =3k; k, =5k; k, =3k; 

k; = 4k ; k; = 71k ; k, = k ; k; = 3k 

Se notează p° =k/J. Se obțin pentru pulsaţiile proprii valorile: 
2853 p, 2754 p, 2438 p, 2415 p, 2181 p, 1691 p, 1667 p, 1212 p, 
917 p, 780 p, 659 p, 194 p. 
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| — 0,37 
— 0,37 
0,51 
0,51 
— 0,14 
0,18 
— 001 
— 0,30 
0,05 
— 0,14 
0,18 
| -0,01 


0,41 
— 0,41 
— 0,49 
0,49 
0,16 
— 0,25 
0,01 
0,00 
0,00 
— 0,16 
0,25 
— 0,01 


(5) 


(5) 
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(5) 


Fig.9.8.b. Descompunerea în subsisteme 


0,13 
0,13 
— 0,08 


— 0,24 
0,24 
0,5 
— 0,15 
0,13 
— 0,63 
0,03 
0,00 
0,00 
— 0,13 
0,63 
— 0,03 


0,51 
0,51 
— 0,13 
— 0,13 
0,02 
0,12 
— 0,04 
— 0,60 
0,22 
0,02 
0,2 
— 0,04 


— 0,62 
0,62 
— 0,23 
0,23 
0,12 
0,22 
— 0,02 
0,00 
0,00 
— 0,12 
— 0,22 
0,02 


0,59 
0,59 
0,24 
0,24 
— 0,14 
— 0,23 
0,07 
0,08 
— 0,15 
— 0,14 
— 0,23 
0,07 


0,5 
0,5 
0,13 
0,13 
— 0,17 
— 0,29 
— 0,34 
0,48 
0,48 
— 0,17 
— 0,29 
— 0,34 


0,20 
— 0,20 
0,21 
— 0,21 
0,27 
0,12 
— 0,58 
0,00 
0,00 
— 0,27 
— 0,12 
0,58 


0,25 
0,25 
0,29 
0,29 
0,39 
0,28 
— 0,32 
0,03 
— 0,20 
0,39 
0,28 
— 0,32 


0,22 
— 0,22 
0,27 
— 0,27 
0,41 
0,40 
0,22 
0,00 
0,00 
— 0,41 
— 0,40 
— 0,22 


Cu aceste valori se pot reprezenta vectorii proprii (fig.9.8.c.-h.) 
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0,21 
0,27 
0,27 
0,29 
0,30 
0,33 
0,30 
0,32 
0,29 
0,30 
0,33 | 
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BZ 


Fig.9.8.c 
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Fig.9.8.f 


Fig.9.8.g 


Fig.9.8.h 
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Dacă se face calculul valorilor proprii se obţine se obţine spectrul 
2754 p, 2415 p, 1691 p, 917 p, 659 p iar matricea modală 
corespunzătoare va fi: 


—0,58 0,34 0,87 -0,30 0,36 
0,69  —0,21 0,33 -0,18 0,41 
[0,]=|—0,23 -0,18 -0,18 -0,07 0,62 
0,36 0,90 -0,30 0,22 0,56 
-0,01 -0,05 0,09 0,91 0,07 


Modurile proprii de vibrație în acest caz sunt reprezentate în fig. 


<L > <L> 


Fig.9.8.i 
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Să considerăm acum sistemul din fig.9.8.J, care modelează 
sistemul dat iniţial, lucrând cu un sistem simplificat, care nu mai 
prezintă simetrii, dar care va avea aceleaşi pulsaţii propii şi aceiaşi 
vectori proprii ca şi sistemul inițial. 
Dacă se calculează pulsațiile proprii pentru acest sistem se obține: 
2853 p, 2438 p, 2181 p, 1667 p, 1212 p, 780 p, 194 p. Matricea 
modurilor propii este date de: 

-0,50 0,18 -0,61 0,83 0,18 -0,35 0,27 

0,69 -0,12 0.15 0,34 0,15 -0,40 0,35 

—0,19 -0,21 -0,02 -0,20 -0,20 -0,54 0,37 

0,24 0,93 -0.14 -0,31 -0,34 -0,39 0,39 

— 0,01 -0,03 0,05 0,10 -0,40 0,45 0,43 

-0,41 0,21 0,72 0,11 0,56 -0,04 0,39 

0,07 -0,04 -0,26 -0,21 0,56 0,27 0,42 


2J, 2 


t 


Fig.9.8.j. Sistemul simplificat 
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A) 


Fig.9.8.k 


Fig.9.58.1 


Fig.9.8.m. 


Fig.9.8.n. 
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Exemplul prezentat ilustrează proprietăţile prezentate şi 


demonstrate anterior. 


9.9. Să se determine matricea de inerție pentru sistemul din fig.9.9. 


XI 
X] 
Ş l 
X3 N ci 
a 3 
X2 
X2 
Fig.9.9 


Vom porni de la expresia energiei cinetice a sistemului, care este: 


i m; O ||x 
E, = > E Xz A My Xa 
0 m, | 33 


Condiţiile cinematice dau relația: x3 = —x,) deci 


l 2 


3 3 


Se poate scrie: 
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x, 1 0 x, | i 
AEN [2] atelo (a! 
1 2 |(%2 1 2|(% 
Ao 0 a 3 
10 Ll|m oji ol 
E, = li x] : mM 0 = 
2 z 1 2 |(X%2 
0 1 3 0 m||- = 
3 3 
mtm m 
ie cai vă lo 
2 l 2 2 4 : : 
= + ma |2 
g3 mh g 3 


deci matricea inerţială este: 


m m 

1 3 tă 

IM]=| „? DE 
— WM m, +—m 
9 3 2 9 3 


9.10. Să se determine matricea inerțială pentru sistemul de roți 


dinţate în agrenare din fig. 9.10. 
Soluţie: Roţile dinţate 1 şi 2 angrenează prin dantura considerată 


elastică (k, 20). Notând cu 4,0, vitezele unghiulare ale 


roților 1, 2 şi 3 avem: 
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| Ji O, 
E. = lo W> a] Jz w; 
J3 | l& 

Ji Ri 


kz 


J2 R2 


Fig.9.10.a 


Putem considera mai multe cazuri: 
a) Dacă considerăm dantura şi bara care leagă volanta 2 şi 3 
perfect rigide (k,=k,=%0) sistemul are un grad de libertate, 


intrucât: @ R; = @ Rz; @ = 03, deci: 


AN 1 
O > = A O 
3p = 1 
R, 
R, 
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R RI” R 
za] 2L i J Zeis 
R, R, J R, 
i Ri 
R, 


2 
= os +J, +J [2 | 
2 


2 
Jea =J + DES 


2 
Matricea maselor reprezintă în acest caz un moment de inerție 


redus al sistemului. 


b) Considerăm dantura perfect rigidă (k> = 00). Sistemul va avea 
în acest caz două grade de libertate. Vom avea o singură condiţie 


pentru viteze: @ R; = @ R, 


aN 1 0 
R w 
R, 3 
< 0 1 


Raportăm mişcarea volantului trei la mişcarea volantului 1 prin 


necunoscuta o; la data de: 


* >. «x R 
R9; = Rap; deci p, -e 
1 
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p reprezintă unghiul cu care s-ar roti volantul 1 la o rotație ø} a 


lui 3, dacă am presupune cuplajul dintre roțile 2 şi 3 rigid. Avem 


ŞI: 
o; = "20; 
R 
o, E 0 
O 
Deci: oii 0 | | 
R3 03 
O 
3 i R 
R, 
Rezultă: 
| - aii R Sfo 
E, => lo o] 2 R Ja a 0 | i 
0 0 Æ J 2 3 
R, 3 0 R 
R, 


Matricea de inerție este în acest caz: 
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c) Dacă vom considera şi dantura elastică, atunci relația 
OR =@,R, nu se mai păstrează, iar 0.0, şi o devin 
independente. Raportăm mişcarea volanţilor 2 şi 3 la volantul 1 cu 
relațiile: 

Rip = Rap şi Rip; = Rp 


Rezultă noile coordonate independente: 


pi = "2 pi; pi -229 
2 R, 2> T3 R 39 
Deci: 0» BOE 3 = 
R, Ri 
Avem: 
1 0 
O O 
K = A E 
i R, 7 
O O 
3 å R, 3 
R, 
Rezultă: 
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Sistemele echivalente pentru cazurile a), b), c) sunt reprezentate 


mai Jos. 
| k | | ka ka ka ka ka 
2 R? R F Ri Ri 
| „RE aia & l aea H aia S 
Jaa = + ră Tit da È Js 27 i Ja R J3 
Fig.9.10.b 


9.11. Să se determine matricea de inerție pentru sistemul din figura 


9.11. 


Fig.9.11 
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Soluţie: Sistemul are patru grade de mobilitate, fiecare grad având 


posibilitatea de translație şi rotație independente. Avem: 


m vı 
1 J O, 

E. = n (72 v o | 
J |lo 


Dacă sistemul se rostogoleşte pur avem legături între vitezele 


; : o V v : 
unghiulare şi cele liniare: @ = n o, = — deci: 
l 2 


1 0 
vi rl 
cca ÎN R 9 VI 
v> 0: Tai 
o t 
@» R 
Matricea maselor devine: 
a 1 0 
1 0 0 J L 0 
m] ® 1 d 1 
m 
R 
Deci: 
Trg 0 
S £ 
J 
0 MESE 
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Dacă cele două corpuri au pe lângă rostogolire şi alunecare putem 


lua ca necunoscute vitezele liniare şi alunecările în locul vitezelor 


unghiulare. Avem: 


v a 
v=a+ Rø € @=—-— 
R R 


Deci: = 


E 


0 0 
_1 9 
R 
1 
L o 
R 
0 0 
m 
0 0 
ıı l 
R 
o -t 
R 
J 
-77 0 
J 
o 0 
O mii 
J 
paz: 
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w|=S 


vı 
d 
V2 


dy 


w|== o o 


e SA e 
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9.12. Să se determine matricea de elasticitate pentru sistem alcătuit 


din trei volanţi din fig.9.12. 


Fig.9.12 
G-I 
k = — (torsiune); M? =M% 
M” = Mp =x (p p) 
MS =M + Mo =- (p — p )+ x (p -p) 


My = M3, + Mao = -K (p; — p) — K3 P3 


mM’ =o, P2 afi K KEK -6 Pa 


9.13. Să se determine matricea de elasticitate pentru placa din 


figura 9.13. 
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Rezolvare: Placa are masa m şi momentele de inerție J, J, faţă 
de axele C,,C, ce trec prin punctul c şi sunt paralele cu lanturile 
b şi a ( C - centrul de masă) 


Fa og a la = —K XA TKX) —K Xa = KX4 


M oly = (Fu + Faq )a- (Fa + Fa )a = (x + xx + Ka = 


=xaļ(xı +x4- x —X3) 
Mey = (Fa + Fra )b- (Fa + Fra )b = (aut aa )b (3 + kxa)b = 


e 
=xKb(x +x — 23 —X4) 
Coordonatele x,xp,X3,X4 nu sunt independente, placa rigida 


impunând o legătură între ele. Le exprimăm în funcție de 


xc.,0.,0,. Avem: 


* x 
* X, +x * Xa +X X, +x 
x, = 2 xp = txo = 2 

2 


9 


_ X1 +X +X tf Xq 


XC 4 


Invers: 
x x 
x 
x 
Xa = X] +a0 = Xc +a0 —b0,; 
x 
x 


Rezultă: 
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Fa =—4k xç; 
My =—4kb"8,. 

F; 4k Xc 

M orx = — 4k a? O, ` 
Me 4kb° ||, 

4k 
[K]=- 4k a? 
4kb? 


9.14. Să se determine ecuațiile de mişcare pentru următoarea 


transmisie cu trei volanţi: 


Fig.9.14 


a) Utilizând ecuațiile lui d’ Alembert: 
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— Mi — Mu =0 M Ji AEE TES, 
i i . el "Ir 2 

i i p Ma =k (p-p) 
—M3+ Ma =0 M zhp: 


Rezultă: 
Ji Ë +k (p, —p)=0; 
Jz öğ — klp -p)+ (2 -p)= 0; 
J3 öğ; -k (p —p3)=0 


sau: 
Ji Öı kı -kı 0 |o 0 
Jz Gotha ktk, =k, hp t=40 
J3 | (Ø 0 -k k, lo 0 
b) Energia cinetică asistemului este: 
Ji ĝi 
F ad 0 ae 2)= | | J l 
co 1 Pl 2 P2 ty3 PA Pı P; 2 P 
J3 | |9 


Energia potențială va fi: 
2 2 
2Ep =K -py +l- = 


=K Pf + (ko) +K p? -2K P P —2K p p = 


K -K 0 p 
-fp Pı p || -x KEK =K |9302’. 
0 -K Ka | 


Utilizând ecuațiile lui Lagrange se obține: 
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J (i 
d |OEc ' i. d |OEp 
AETA ma J2 PI fs Sa A 
dt | op . dt | 09 
J3 | (9; 
şi: 
k -k 0 ||g 
a =|-k +a -k |49; a =0. 
0 0 
0 -k k, | (9 
Am utilizat rezultatul: dacă [A] este simetrică şi U = = ui la] 


T Ba -jat 


Rezultă aceleaşi ecuații de mişcare ca la punctul a). 


c) Pentru acest exemplu este convenabil să trecem la alte 
coordonate independente. Transmisia va efectua o mişcare de 
ansamblu, „de rigid”, iar volanții vor executa mişcări relative unul 
faţă de celălalt. 

Pentru mişcarea de rigid ste natural să alegem un unghi 0, astfel 
încât momentul cinetic al transmisiei considerată rigidă, să 


coincidă cu momentul cinetic al volanţilor în mişcare, deci: 


J o + o +o =16 
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În acest caz putem lua şi: J o) +J, P +J3 0, =J 0 abstracţie 
făcând de o constantă arbitrară care va reprezenta unghiul 6, la 
momentul inițial şi pe care o luăm egală cu zero. 
Roţule relative este natural să le exprimă prin noile coordonatele 
0,0; astfel încât: 

P-P = 

P — 3 = 0; 


Deci avem schimbarea de functie: 


=^ 
6, Ji h bla J 
@ =| 1 -1 0 o bunde Jen 
8 0 d rs 
3 P3 7 J 
, = 
J 
Şi invers: 
Pı l I, +I; E 0, 0, 
Pr] =h E 0, =|] 0, 
P3 1 -h =h- |8 0; 
Avem: 
T 
[z] [y][z]= 
| | B IL EF i 
=|L+} -L -I L L- ai A 
To de ad, LL Si al 
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J 0 0 
ali JJ +3) Ji J3 
J I 
0 Jı J3 J (Ji+Jz) 
J J 
ŞI 
0 
Lf Îx]lz]=| K, 
K, 


In noile coordonatre sistemul devine: 


[2] []lz]= 


J 0 0 d | To 
DPE SA +J) E APNE 
p Ah aur) |l6 K; 
J J 


şi se decuplează în: 
JÖ, = 0 


care indică o mişcare uniformă 0, = @t + 0o şi în sistemul: 


o Ji J3 e „| 0 (a-l 
Dl "fă ela ID +J-)ll6, 0 K,|l& 


Sistemul este cuplat inerţial şi decuplat elastic (static). 
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9.15. Ne propunem să determinăm ecuația de mişcare pentru masa 
m prinsă prin resorturi identice cu constanta elastică k/2 (Modelul 


creierului). 
Soluţie: Utihzăm ecuațiile lui d' Alembert: 


me.) d | 


ey 


laj- bt ttdi oi el y o 
A 


Rezultă: 


Culegere de probleme 


o mho a o o 


9.16. Bara AB execută o mişcare plan paralelă. Punctul o are 


coordonatele (X,Y). v,=Xi+Yj. Viteza unghiulara o este 


considerată constantă, deci € = 0. 


Fig.9.16 
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Y (L+u, X S 
h2- h y h z (X -ou, S + i A c +u a 


at= fo Hale rut tiai Ho s | [e 


af m(ăc+ii +Y s XYso+Yco) 
2 dt\ Cu, 
aZe) m (Žc+ü, +Ys-Xso+Yco) 
2 dt\ Cu» 
Sc su Xso+Yco+o u) 
Cu, 
Udam (soi cora Cin) 
Cu, 
2 
Es _ khu -u) . 0E p = x(u, =u); E EEN, 
2 Cu, Cu» 


Rezultă ecuaţiile de mişcare: 
O  m|li» -1 1 0 m |]lw 
m 0 le s|[ž am 0 ||O 
= — „+ 
0 mjc s||Y O m|lL 
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9.17. Vom determina matricea de flexibilitate utilizând metoda 


coeficienţilor de influenţă: 


sr Ma Map 1 
iau, EI Ag 18 EI 


mit T 
kja r= zei E E | 


251 
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(pei) A] | _18E/ £ | 


9.18. Să se studieze vibraţiile transversale ale unui autovehicul. 


COON 
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Soluţie: 

i. Într-o primă aproximaţie se pot considera numai vibraţiile 
transversale ale masei autovehiculului. Autovehiculul urmăreşte, 
cu ajutorul motor, prin intermediul roților, profilul drumului 
(xo(t)). Ecuația de mişcare va fi: 

m + K(x — xp )+ cl — xp )=0 
sau: 
MĂ+CX+KX = K Xo +CĂX9 
F(t) 
Sistemul are pulsația proprie: œ’ => şi soluția ecuației 
e, 
omogene: xy = 4e 2" cos(or+ 9). 
Soluția xp „se stinge” rapid în timp datorită amortizoarelor şi 
răspunsul sistemului poate fi bine aproximat prin soluția 


particulara x, . 


ii. Un model mai bun, careia în considerare mişcarea de 
„tangaj” a autovehiculului se obţine considerând ambele punți 
suspendate pe elemente elastice. Ecuațiile de mişcare scrise în 
centrul de masă, vor fi: 

mt Ki (x1 — x01 )+ Ko (x2 — X02 + c (ži — ž01)+ c (2 — 02 )=0 


JÖ- ia (ac, -xo )+ Kbhx — 02) + c sali = o) + e 2blă — ž02)=0 
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bx +ax X —xX 
ga Sge aE, 


2 


L L 


Cele două ecuaţii pot fi scrise grupat: 
m O||x K +K, —Ka+Kb ||x 
„>+ + 
C+C, —ca+e;b ||ă Kito tK Xy FEX ce ară 
+ = 
-ca+c,b ca +c,b” |lO — Ka Xoi +K, D Xp — C a Žo +C, D žo 


iii.Cuplarea şi decuplarea coordonatelor 
In cele ce urmează vom ilustra importanța alegerii coordonatelor în 
scrierea ecuațiilor de mişcare. Pentru simplificarea prezentării vom 


neglija amortizările c. 


a. Pentru cazul ii. dacă c = c, = 0 rezultă ecuațiile de mişcare: 


m OJ|¥ P K +K, —Ka+ Kb |jx| K Xo tK Xo 
0 Ië) |-Kxa+tk,b Ka +e b’ Ilo) \-Kaxyte bxy, 


Cuplarea coordonatelor se face prin elemetele nediagonale ale 
matricei de rigiditate —x,a+nx,bz0. Cuplajul se numeşte static 


sau elastic. 


b. Caz particular. 


Dacă -x a +x, b =0 atunci sistemul devine: 
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m O||ă p k +k, 0 x| | Mor fox 
0 y|lă 0 ka +kb |\o| l-a +k bx 
Ecuațiile sunt decuplate atât static câ şi dinamic; sistemul „se 


sparge” în două ecuații independente. 


c. Alegem un punct P astfel încât o forţă verticală aplicată în 
acest punct produce numai o mişcare de translație. Din condiția ca 
momentul rezultant în P să fie nul în cazul static, obțiem: 


kxla-e)=k,x(b +e) > ka-k,b=(k +k, )e şi e= kıa — kb 
ki +k, 
xı =xp-(a-e)0; x, =xp +(b+e)0 
Ecuațiile de mişcare scrise în centrul de masă sunt: 


mlp +eð)+ (x — Xo, )+ kolo — 3 )=0 
Je Ö +K, b(x -xy )- K3 a(x — xy H =0 


Sau 
mp + me + kx + kx = lor + EoXop 
Jo Ë +k, bx, -kja x = kb xyz + a Xoi 
Dar: Jc =Jp — me? şi înlocuind pe x, şi x, obținem: 


| mă, +með+(K, +K, xp = Ku + KX% 
F T E 
Ipð-meÖ +r, bxp —Kyaxp +bl(b +e)k,0+ ala -e)k 0 = K,b xy -Ka xo 


FS ; : A za SEES A m 
Scoțând din prima ecuație me“0 şi introducând în a doua, 


obținem: 
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JpÖ-meïžp + ku(a-eP +x,(b+ey) 


Sau: 


m me||ăp KEK, 0 Xp 
n >+ 3 3 = 
me I p||0 0 r(a-e) +x,(b+e) || 8 
E Ki Xo] F K2 X02 
K, bD Xp — KI Xo; 


Cuplarea coordonatelor se face prin matricea de inerție. 


d. Cuplaj static şi dinamic. 
Alegând punctul pentru care scriem deplasarea x diferit de P şi C 


ecuaţiile sunt cuplate atât static şi dinamic. 


iv.Pentru un studiu mai complet trebuie luate în considerare 

rigiditățile pneurilor. Sistemul va avea patru grade de libertate. 
Ecuațiile de mişcare devin: 

m, ï; + K(x E Xo + K(x 5 xX,)+ A -žo )+ c,(žı = p= 0 

m, ï; + K(x m Xo) + K(x E x4)+ G -žy )+ el -ž,)= 0 

mă — Ka, - x, ) K4 (x =a no =a) al Si) 0 

JÖ- rblx -x,)+ calx -x )+ cbli — a) cal -x )=0 
Ţinem seama că: 


b 
E PUn 
L L 


Obţinem ecuația de mişcare: 
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m 0 0 OJJ | 
0 0 m. w K+K -K, 0 O ||x 
3 ia 
X 0 O KEK -6 || 
a a a aa: dei 
L L ||% TK, K, TK, Ka ||% 
0 BES 0 EA A Ka -Ka -K,b Kb ||x, 
L L 
até =6 0 O ||x K1X01 + CrXo! 
A 0 O Cta =C4]||ž2| |K3X02 FC3ăo2 
=g C3 =C Ca IXS 0 
Cod  —C5A —c,b Cab |lăa 0 


Înmulţind a doua ecuaţie cu a, respectiv —b şi adunîndu-le la a 


patra, obţinem două ecuaţii care vor înlocui ecuaţiile trei şi patru. 


(mab -1+ (ma? + i-a +b)x, +x,la +b)x, -c,la +b)x, +e,la +b)x, =0 
- (mb? +1F>+(-mab+1)*+ + rela +b)x, -xla +b)x, +c,la+b)x, +c, (a +b)x, =0 
Sistemul devine: 


m, 0 0 


mab — I ma? +I |] A 
L L X3 
2 
0 mb +1 0 mab — I Xi 
L L 
Kitka =K 0 O ||x, 
0 0 KH+K K, IIx 
+ 3 4 4 i i 
0 0 = Kile- Kilala 
-K,L KL 0 0 Jx, 
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Eh. = 6; 0 0 X, Ls Xo prd 

0 0 “Oe -clx K: Xo + C3Xo2 
“| o 0 -aL cil 0 
=6L GL 0 O |lx, 0 


Se observă că dacă mab=J sistemul se decuplează în două 
sisteme independente (am împărțit ec. 3 ş 4 cu L şi am reordonat 


ecuațiile în succesiunea 1, 4, 2,3). 


m, 0 
2 
mb +I 0 ï 
0 i 
Xa 
.. ........ E E E E 5 + 
m, 0 ez 
0 ma“ +I | Xa 
0 
KEK K 
1t 2 0 x, 
-K Ky rA 
+ .. ........ T + 
X3 
0 X 
-K K | 
C tC =C, 0 i, Ki Xo; + Că 
=C C3 ž K3Xo2 + C3Xo2 
2 
+ eee ore E E E a o e aeee 
à c +e, -c || 0 
X 0 
=C, C4 4 


J : 
Raportul E se numeşte coeficient de repartizare a masei 
ma 


suspendate şi are importanță asupra vibrațiilor automobilului. Dacă 


€x] atunci vibraţiile automobilului, după cum am vazut, pot fi 
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reduse la vibrații verticale, fără mişcări unghiulare de tangaj, 
putând fi studiate pe modele simplificate, cu două grade de 


libertate. 


v. Un model care studiază mişcările de ruliu (rotație în jurul 
axei longitudinale) e prezentat în figură. Pot fi imaginate modele 
care să studieze mişcări mai complexe ca: 

- oscilații pe direcția longitudinală (oscilaţii axiale sau 

zvâcniri); 


- oscilații în jurul axei verticale (girații sau rotiri). 
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ANEXA | 
CALCUL VECTORIAL ŞI MATRICEAL 


1.1. Vectori. Noţiuni fundamentale 
În mecanică apar mărimi care nu pot fi caracterizate numai prin măsura 
lor (mărimi scalare) ci au nevoie şi de alte atribute pentru a le defini şi 
anume direcţie, sens sau punct de aplicaţie (fix sau mobil). Acestea 
reprezintă o multitudine de mărimi ca: forţele care acţionează asupra 
unui punct material sau asupra unui solid, vitezele, acceleraţiile, 
momentul forţei, etc. Aceste mărimi sunt numite mărimi vectoriale. 

O mărime vectorială este definită de un element nou, vectorul, care 
conţine măsura acelei mărimi (element aritmetic) 
la care se adaugă direcția şi sensul (elemente 
geometrice). Direcţia şi sensul sunt definite cu un 


singur cuvânt ca fiind orientarea vectorului. 


Rezultă deci că vectorul se reprezintă geometric 
printr-un segment, orientat. Direcţia pe care va 2 
acționa mărimea vectorială este dată de dreapta 
. iu Can Fig. 1.1 
suport a segmentului, sensul este o mărime binară 

indicată geometric printr-o săgeată la extremitatea segmentului iar 
măsura (valoarea numerică pozitivă) este dată de lungimea segmentului, 


care se reprezintă la o anumită scară convenabil aleasă. 


Notaţia vectorilor: notațiile pentru vectori sunt diferite, în funcție de 


abordările (geometrică sau algebrică) precum şi în funcție de autori. 
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Câteva notații s-au încetățenit şi sunt prezentate în continuare. Pentru că 
vectorul este reprezentat geometric printr-un segment orientat, el are o 
origine să o numim A şi o extremitate, să o numim B. În acest caz 
vectorul se notează: AB cu o săgeată. Prima literă va indica originea iar 
cea de-a doua cealaltă extremitate. Dacă nu sunt numite extremitățile, 
vectorii se pot nota printr-o literă cu săgeată: ă, b,ii,R sau printr-o 
literă cu bară: a,b,u,R. Uneori se renunţă la bară şi se notează cu 


literă îngroşată: a,b,u,R. Dacă se utilizează reprezentările algebrice 


se mai notează vectorii sub forma: {a}, {b}, {u}, {R}. 


Notaţia pentru modulul vectorilor (mărimea sau intensitatea): modulul 


se notează ca în cazul algebrei. Astfel modulul vectorului AB este AB 


> 


b 


ti 


P 
„äl, R 


pentru vectorii â,b,ii,R modulele vor fi, respective: ă 


bi 


sau, mai simplu a,b,u,R. Uneori, pentru scrierea a,b,u,R se 


utilizează |la|] , |]bl] , llul]  |IR 


O clasificare a vectorilor: în mecanică, pentru a P 
caracteriza un vector care apare într-un anumit 
tip de probleme, sunt necesare date 
suplimentare. Astfel s-a ajuns la clasificarea 
vectorilor în următoarele trei clase: 
- vectori legați sunt vectorii pentru care Fig. 1.2. Versorul 


poziția punctului de aplicație este determinată. unui vector 
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Punctul de aplicaţie poate fi fix (momentul unei forțe faţă de un punct) 
sau mobil (viteza unui punct pe traiectorie); 

- vectori alunecători sunt vectorii al căror punct de aplicaţie poate 
să se găsească oriunde pe dreapta suport a vectorului, fără ca efectul 
mecanic asupra corpului să se schimbe. Vectorii alunecători sunt forţele 
care acţionează asupra unui rigid, vectorii viteză unghiulară. 

- vectorii liberi sunt vectorii al căror punct de aplicaţie nu este 
supus nici unei restricţii, deci poate fi considerat orice punct al spaţiului. 
Un exemplu este cuplul de forţe, deoarece punctul său de aplicaţie poate 
fi luat oriunde în spaţiu iar mărimea, direcția şi sensul rămân 


neschimbate. 


Egalitatea vectorilor: Definiție. Doi vectori sunt egali dacă au acelaşi 
modul, direcţie şi sens, ei putând fi aşezaţi pe aceeaşi dreaptă sau pe 
drepte paralele. 

Egalitatea se exprimă prin semnul algebric = . Spre exemplu: = sau 
a=b sau {a}={b}. 

Vectorii egali situați pe drepte paralele se numesc vectori echipolenți iar 
operația prin care un vector este mutat printr-o translație pe o dreaptă 
paralelă cu suportul vectorului se numeşte operație de echipolență. 

Dacă doi vectori au acelaşi modul, aceeaşi direcție şi sensuri diferite, ei 
se numesc de sens contrar sau opuşi iar acest lucru se exprimă prin 
relația: a =-—b . 

Doi vectori care nu au acelaşi modul dar au aceeaşi direcție se numesc 


vectori colineari, indiferent de sens. 
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Versorul unui vector: Dacă se dă un vector oarecare a, construim un alt 
vector u de aceeaşi direcţie şi sens cu a, a cărui mărime să fie egală cu 
unitatea: u=1 . Vectorul u se numeşte vectorul unitate sau versorul 
vectorului a. Dacă s-a făcut această alegere, orice vector colinear cu a 
se poate exprima cu ajutorul lui b = Aa. 

Axă: Dacă pe o dreaptă oarecare am ales un sens pozitiv, o origine şi o 
unitate de lungime spunem că am definit o axă. Vectorul axei este 
vectorul unitate situat pe ea, al cărui sens coincide cu sensul pozitiv al 


axei. 


1.2. Operații cu vectori 

1.2.1. Adunarea vectorilor 

1.2.1.1. Suma a doi vectori. 

Se consideră doi vectori a şi bîn 
spațiu. Se transportă printr-o za 
echipolenţă vectorii într-un punct O 
oarecare al spaţiului şi se construieşte 


paralelogramul format cu aceşti doi 
Fig. 1.3. Adunarea a doi 


vectori. Diagonala acestui paralelorgram 
vectori 


se numeşte suma vectorilor a şi b. 

Vectorii a şi b se numesc componente ale lui € iar vectorul c=a+b 
se numeşte vector rezultant (sau rezultanta) al vectorilor daţi. Operația 
geometrică prin care se construieşte vectorul sumă poartă numele de 
regula paralelogramului. Regula de adunare are bază experimentală şi 


este considerată o axiomă în cazul în care vectorii sunt forțe. Din punct 
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de vedere geometric vectorul č se poate obţine şi punând la 
extremitatea vectorului a, vectorul b, vectorul Z rezultând ca a treia 
latură a triunghiului astfel format. Dacă se consideră regula de adunare 
arătată se constată imediat că se poate scrie: a+b=b+a adică 


adunarea a doi vectori este o operaţie comutativă. 


1.2.1.2. Suma mai multor vectori 
Operația de sumă se poate 
generaliza în mod natural în cazul 
în care avem de-a face cu mai 
mulți vectori. Să considerăm 


vectorii 4,,4,,...,4, . Cu vectorii 


n 


a,,a, construim vectorul sumă 
S, =a, +a,, transportându-l pe a, 
la extremitatea lui a, apoi 


construim vectorul sumă 


Fig. 1.4. Suma mai multor vectori 
S, =5,+4,=a+a0,+a;, 


transportându-l pe a, la extremitatea lui s,  (fig.A.4). Prin inducţie 
matematică se poate obține vectorul s, ca fiind suma: 
5, =a +a,+...+a,. 
În consecinţă rezultă că vectorul sumă se obţine construind poligonul 


strâmb alcătuit din vectorii a, 4,,...,a,, segmentul orientat cu originea 


în originea lui a, şi extremitatea în extremitatea lui a, fiind vectorul 
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rezultant 5 = 5, SA +4, +...+4 


„© Procedeul se numeşte regula 
conturului poligonal. 

Pentru ca n vectori să aibă sumă nulă va trebui deci ca poligonul 
construit cu aceştia să fie închis. În particular, în cazul a trei vectori 
condiţia ca aceştia să aibă sumă nulă este ca, punând fiecare vector cu 
originea în extremitatea celui precedent, să se formeze un triunghi. 
Deoarece triunghiul este o figură plană, trebuie ca cei trei vectori să fie 
coplanari. 

În cazul sumei a doi vectori č = g +b , întrucât cei trei vectori formează 
un triunghi, se poate scrie inegalitatea triunghiului sub forma cunoscută: 
c<a+b (1.1) 

În cazul unui contur poligonal strâmb generat de n vectori aşezaţi unul la 


extremitatea celuilalt, inegalitatea poate fi generalizată sub forma: 


(1.2) 


n 


s=|a +a, +...+a,|<a +a, +...+a 


Avem egalitate numai dacă vectorii sunt colineari şi au acelaşi sens. 


1.2.1.3. Proprietăţile sumei vectoriale 
Suma vectorilor are următoarele proprietăţi: 
> Adunarea vectorilor este comutativă. Acest lucru a fost arătat 
atunci când a fost definită suma. Rezultă că ordinea în care se face 
însumarea mai multor vectori este indiferentă, adică avem: 
a+b+c=b+a+rc=b+era=c+b+ra=ce+b+a (1.3) 
> Adunarea vectorilor este asociativă. Dacă se reprezintă grafic, se 


constată imediat că avem: 
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(a+b)+e=a+(p +2) (1.4) 
> Suma vectorială este distributivă faţă 
de înmulțirea cu un scalar. 


Se vor considera vectorii ä, b, č, d, suma lor 


s=ă+b+c+d (fig.1.6) şi suma vectorilor 
3'= mă+ mb + mE+ md. Suma 5 se obţine  Fig.1.5. Asociativitatea 
construind linia poligonală OABCD cu adung 
vectorii dați, suma fiindoD . 
Se construiesc vectorii: 

OA' = m-O4=m-ă i 

OB'=m-OB=m:b 

OC' = m.-OC =m-E A 

OD'= m-0D=m-d 
Poligoanele OABCD şi O'A'B'C'D” sunt asemenea având laturile 
paralele şi raportul laturilor omoloage acelaşi, 
deci şi 

OD'= m-OD =m(â+b+c+d). 
Dar: 


OD' = OÅ + A' B'+ BC'+C'D'= 


=m-ä+m-b+m-C+m- d 


Comparând cele două expresii pentru OD' 


Fig.1.6 


rezultă: 
m(ă+ b+C+d)=m-ă+m-b+m-E+m-d (1.5) 


Raționamentul rămâne valabil şi dacă poligonul din fig. 1.6 este strâmb. 
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1.2.1.4. Descompunerea unui vector 
a) Descompunerea după două direcţii care determină un plan paralel cu 
vectorul. 


Să considerăm două drepte (A,) şi (A,). 


Fie O originea vectorului â iar A 
extremitatea lui. Mutăm prin paralelism 
cele două drepte în punctul O. În acest 
caz, în ipotezele din enunţ, cele două 


drepte şi vectorul dat se vor găsi în 


acelaşi plan (fig. 1.7). Rezultă că Fig. 1.7 

problema se va reduce în acest caz la aceea de a găsi doi vectori cu 
originea în O, ă, de-a lungul dreptei (A,) şi ă, de-a lungul dreptei (A,) 
astfel încât suma lor să fie vectorul dat â. Ținând seama că regula de 
adunare a doi vectori este dată de regula paralelogramului, va trebui să 
construim un paralelogram, cu laturile pe dreptele (A,) şi (A), şi care 
să aibă diagonala chiar vectorul â. Pentru aceasta prin punctul A care 
reprezintă extremitatea vectorului â se vor duce paralele la cele două 
drepte (A,) şi (A,). Se obţine paralelogramul OA, AA; ale cărui laturi 
OA, şi OA, reprezintă tocmai vectorii căutaţi & şi ă,. 

Dacă cele două drepte (A,) şi (A, )sunt perpendiculare atunci ă, şi ă, 
reprezintă proiecţiile ortogonalele ale lui â pe cele două drepte (după 
cele două direcţii). 

Descompunerea unui vector după mai mult de două direcţii care se 
găsesc în acelaşi plan este nedeterminată (adică există o infinitate de 


descompuneri ale unui vector după trei direcții în plan). Acest lucru se 
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poate demonstra foarte simplu dacă se ia pe una din direcţii o 
componentă arbritară şi dacă se descompune vectorul dat din care se 


scade componenta arbitrară după celelalte două direcții. 


b) Descompunerea unui vector după trei direcţii neparalele în spaţiu 

Se notează cu Ox, Oy şi Oz cele trei direcţii concurente după care dorim 
să descompunem vectorul ă cu originea în O. Dacă cele trei direcții sunt 
oarecare în soaţiu, le putem muta, printr-un paralelism, în O. 

Pentru a face descompunerea se 
procedează în modul următor: 
Dreptele OA şi OA; determină un 
plan a cărui intersecţie cu planul Oxy 
este dreapta Ot. Se poate 


descompune acum vectorul & după 


direcțiile Oz şi Or astfel încât: 


EEES — Fig. 1.8. Descompunerea unui 
d =04A,+0B =ă, +0B. Mai departe, vector după trei direcții 


vectorul OB care se găseşte în planul Oxy poate fi descompus după 


direcțiile Ox şi Oy astfel încât: OB = OA. + 04» = d, + d,. Rezultă atunci 
că vectorul ă poate fi descompus în mod unic după cele trei direcţii date 


astfel încât: 


d =OA, +04, +04 =4, +4 +4, =4 +4, ta, 
Dacă cele trei direcţii sunt axele de coordonate ale triedru ortogonal cele 
trei proiecţii se numesc proiecţiile ortogonale ale vectorului pe cele trei 


axe. 
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Dacă componentele â,,â,,ă, sunt considerate laturile unui paralelipiped 
atunci vectorul dat este diagonala acestui paralelipiped. 
Descompunerea unui vector după mai mult de trei direcţii care nu se 


găsesc în acelaşi plan este nedeterminată. 


c) Reprezentarea algebrică a vectorilor 
În cele ce urmează vor fi prezentate noţiunile de calcul vectorial atât în 
reprezentare geometrică cât şi în cea algebrică întrucât aplicaţiile pot fi 
abordate mai simplu uneori în reprezentarea geometrică iar alteori în cea 
algebrică. 

Astfel, dacă se vor considera trei 
versori i,j,k cu aceeaşi origine, 
perpendiculari doi câte doi, care 
indică direcția şi sensul axelor 


Ox,Oy, Oz, aceştia vor forma un 


sistem de coordonate ortogonal. (fig. 


1.9). Dacă se consideră un vector 
oarecare a acesta poate fi A 
i Fig. 1.9. Componentele unui 
descompus după cei trei versori, vector în raport cu un sistem 


putându-se scrie: de coordonate ortogonal drept 


a=ai +a,j+a,k (1.6) 
Mărimile a,,a,,a, poartă numele de componentele vectorului a în 
raport cu sistemul de coordonate ortogonal Oxyz. Menţionăm că se 


poate considera şi un sistem de coordonate care să nu fie ortogonal 


pentru a face descompunerea vectorului dat dar, în cele ce urmează, 
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deoarece în aplicaţii este utilizat aproape exclusiv sistemul ortogonal, 
referirea se va face la acesta, dacă nu se specifică altceva. 


In acest caz vectorul dat se poate scrie şi sub forma a(a,,a,, a.) sau: 


(a)=1a, (1.7) 


prin indicarea componentelor sale. In acest caz suma a doi vectori poate 


fi definită în felul următor: dacă c=a+b unde a(a,,a,,a.) şi 
b(b,, b,,b.) atunci vectorul c va fi vectorul care are componentele: 
c, =a, +b, ; c,=a,+b, ; c, =a, +b, 


In scriere matriceală: 


C, a, b, a+b, 
fe} = C; = fa}+ {b} = a,p+4b,}=34, +b, (1.8) 
Cs a, b, a, +b, 


Cu această definiție a sumei a doi vectori, care se va reduce la mai multe 
sume de numere reale, toate proprietățile sumei arătate anterior se 


demonstrează uşor. 


1.2.1.5. Scăderea a doi vectori 
Definiție. A scădea vectorul b din vectorul d înseamnă a găsi vectorul 
č care adunat la b să dea â: b+e=ă. 
Scăderea vectorilor se notează cu semnul - : 
c=ă-b (1.9). 


Geometric, operaţia de scădere poate fi executată în două moduri: 
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- pentru paralelorgramul cu 
B BĂ=04-08 


LS 
A 


diagonala a şi o latură b la care se 
cunoaşte unghiul dintre a şi b va 


trebui să construim latura c a 


paralelorgramului, construcție care 


se obține imediat, unind i ` , 
Fig. 1.10. Scăderea a doi 
extremitățile vectorilor b şi a şi vectori 


apoi ducând prin vârful lui a o paralelă la b şi prin extremitatea lui 


a o paralelă la c. Direcția lui c se obține din condiția ca b însumat 


cu c să dea a. Se poate scrie: e = BA = 04-08, (relația lui 
Chasles), adică vectorul diferență are ca origine extremitatea 
vectorului scăzător şi ca extremitate, extremitatea vectorului 


descăzut. 
- se poate scrie c=ă-b=ăd+(-b) adică se adună ă cu vectorul 
(-b), (fig.1.10). 


Algebric, scăderea se poate scrie: 


C, a; b, a; -b, 
fe} = C, = fa}- {b} = at ibr = aab, (1.10) 
C, a, Z a, =b 


adică componentele diferenței sunt egale cu diferența componentelor 


celor doi vectori. 


1.2.1.6. Proprietăți ale egalităților vectoriale în care apar sume şi 


diferențe 
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> Dacă este dată egalitatea a =b, se poate aduna un vector c în 
ambele părți şi se obţine tot o egalitate vectorială. 

> Fiind dată egalitatea a =b , se pot scădea în ambele părţi ale ei 
acelaşi vector z şi se obţine tot o egalitate. Din cele două 
proprietăţi rezultă că într-o egalitate vectorială se pot trece unii 
termeni dintr-o parte a egalităţii în cealaltă, cu semn schimbat, ca 
în orice egalitate algebrică. 

> Dacă avem egalităţile vectoriale a, =b, şi a, =b, , acestea pot fi 
adunate sau scăzute termen cu termen şi se obţin tot egalități 


vectoriale. 


1.2.1.7. Descompunerea unui vector după doi vectori coplanari cu el 
A descompune un vector cunoscut d după doi vectori b şi č revine la a 


descompune vectorul d după direcţiile definite de vectorii b şi Z 


putându-se scrie: 


OA = OA, + 04,. 
Aceste componente pot fi exprimate 
funcţie de vectorii b şi č (fig. 1.11) 


după relaţii de forma: 


OA, =mb ; OA, = nč întrucât 
componentele sunt vectori colineari cu Fig. 1.11. Descompunerea 
vectorii b şi Z. Rezultă: unui vector după doi vectori 


ä=mb+nč (1.11) 
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Rezultă că orice vector se poate descompune după doi vectori coplanari 
cu el. Dacă cei doi vectori nu sunt colineari, descompunerea este unică. 
Dacă vectorii sunt colineari descompunerea este nedeterminată. 


Relaţia scrisă se poate aduce la o formă omogenă dacă se ia: 


f zE 


m=-— ; n= ; 
a a 


În acest caz relaţia ( 1.11 ) poate fi scrisă sub forma: 

aă + Bb + E =0 (1.12) 
care reprezintă condiţia ca trei vectori să se găsească în acelaşi plan. 
Relaţiile scrise arată că, dacă sunt daţi trei vectori coplanari, oricare din 
ei poate fi exprimat ca o combinaţie lineară a celorlalţi doi. 
Algebric, relația (1.12 ) se poate scrie: 

aa, + pb, +7, =0 

aa, + pb, +x, =0 (1.13) 

aa, + pb, +, =0 
Conform teoriei sistemelor lineare omogene, există a, f,y nenuli care 


verifică sistemul, dacă şi numai dacă determinantul sistemului se 


anulează: 
a b, Cc, 
a, b, c,|=0 (1.14) 
d, b, Cc, 


care reprezintă condiţia ca trei vectori să se găsească în acelaşi plan (O 


coloană a determinantului este o combinaţie lincară de celelalte două). 


Teoremă. Descompunerea unui vector dat după alţi doi vectori, 


coplanari cu el, este unică. 
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Dacă se presupune că ar exista două descompuneri am avea: 
a =mb+nc şi a=m'b+nc cu mzm' ; nzn'. Dacă se scad aceste 


l-n) zaz 


două relaţii se obține: (m-m')b +(n—n' =0 sau: b =- g= 
(mn-m') 


(n-n) 


PESE 
cu (viza) 


„adică b şi € sunt colineari, ceea ce contrazice 


ipoteza. Se poate arăta foarte uşor că şi cazurile m=m';nzn şi 
mzm';n=n' contrazic ipoteza, de unde rămâne doar: m=m';n=n' 


adică descompunerea este unică. 


Teoremă. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca trei vectori să fie 


coplanari este ca între ei să existe relația (1.11) sau (1.12). 


Dacă se consideră vectorii a,b şi č coplanari atunci a se poate 


descompune după ceilalţi doi vectori şi se poate scrie: ad=mb+nc 
(condiţia este necesară). 

Reciproc, relația scrisă anterior arată că a este suma a doi vectori 
colineari cu b, respectiv €, adică este un vector coplanar cu aceştia 


(condiţia este suficientă). 


1.2.1.8. Înmulțirea unui vector cu un scalar 

Să considerăm un vector a şi scalarul à. Prin definiție produsul dintre 
un vector a şi un scalar A este un vector b , colinear cu a, are acelaşi 
sens cu a dacă A este pozitiv şi sens contrar dacă A este negativ şi are 
modulul egal cu |Aa . Se scrie: 
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— 


b=14a (1.15) 


1.2.1.9. Vectori coplanari linear independenţi şi linear dependenţi 
Deoarece între doi vectori necolineari a şi b nu poate exista o relație 
lineară (dacă a = Ab sau aă+fBb =0 vectorii ar fi colineari, contrar 


ipotezei), se spune că doi vectori necolineari sunt linear independenți. 

Să considerăm acum trei vectori care se găsesc în acelaşi plan. Deoarece 
între ei există relația (1.11) sau (1.12) rezultă că între ei există o 
dependenţă lineară. Din acest motiv ei se numesc linear dependenți. 
Dacă se consideră doi vectori necolineari, b şi Z, orice vector coplanar 
cu ei se poate exprima sub forma (1.11) sau (1.12). Deci cu ajutorul 


acestor doi vectori se poate exprima orice alt vector coplanar cu ei. 


Aceşti vectori se numesc vectori fundamentali. 


1.2.1.10. Descompunerea unui vector după trei vectori necoplanari 

Se consideră dat un vector a şi ne propunem să-l scriem ca suma a trei 
vectori colineari respectiv cu vectorii b,c, d, care nu sunt coplanari. 
Pentru aceasta se duc cei trei vectori, printr-o echipolenţă, într-un punct 


O al spaţiului, care este extremitatea vectorului a. Se descompune a 


după direcțiile OB, OC, OD şi se obțin componentele OA, OA», OAs, 


deci: 


ä = OA: + 042 + OA3. 
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Întrucât OA, OA», 045, sunt colineari respectv cu b,c,d, se poate 
scrie: OA: = mb „04, = nč „04; = pă. 
Atunci rezultă: 

d = mb + ne + pd (1.16) 
Dacă se face notația: 

m=-Bla,n=-yla,p=-6la 
se obține: 


aāä+ßb+yč+őód=0 (1.17) 


Teoremă.  Descompunerea unui 
vector după trei vectori necoplanari 


este unică. 


Se presupune că există două 


descompuneri distincte: 


Fig. 1.12. Descompunerea 
şi āä=m b+n'c+ p'd . unui vectori după trei vectori 


Prin scădere rezultă: 

0=(m-m)}b +(n-n'¥ +(p- pd (1.18) 
Dacă mzm',nzn',pzp' rezultă, conform relației precedente, că cei 
trei vectori b,cč,d sunt coplanari, ceea ce contrazice ipoteza. Dacă 


m=m',nÆ+n', p+ p', conform rel. (1.17) va rezulta: 


0=(n-nbk+(p-p'd 
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adică č şi d sunt colineari, ceea ce de asemenea este contrar ipotezei. 
Cazurile în care numai n =n' sau numai p = p' se tratează analog şi duc 
la violarea ipotezelor. Rezultă că rămâne doar cazul în care 


m=m',n=n', p= p' adică descompunerea este unică. 


1.2.1.11. Vectori  necoplanari linear independenţi şi linear 
dependenţi 

Dacă avem trei vectori necoplanari b,€,d între ei nu poate exista o 
relație lineară de forma:  fb+yc+6d=0 căci această relaţie 
caracterizează trei vectori coplanari. Se spune că cei trei vectori 
necoplanari sunt lineari independendenţi. Dacă avem un ansamblu de 
patru vectori, între ei va exista relaţia (1.15) sau (1.16) care arată că unul 
dintre ei este o combinaţie lincară a celorlalți trei. Din acest motiv ei se 
numesc linear dependenţi. 

Dacă se alege un grup de trei vectori necoplanari (lineari independenţi), 
cu ajutorul lor se poate exprima orice alt vector din spațiul cu trei 


dimensiuni. De aceea aceşti vectori se numesc vectori fundamentali. 


1.2.1.12. Condiţiile în care trei vectori au extremităţile în linie 
dreaptă sau patru vectori au extremităţile în acelaşi plan 

Dăm, fără demonstarţie, două teoreme care definesc condiţiile în care 
trei vectori au extremitățile în linie dreaptă sau patru vectori au 


extremităţile în acelaşi plan. 
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Teorema I. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca extremitatea 
vectorului OC =c să se găsească pe dreapta AB este ca în relaţia de 


dependenţă d = mā + nb + pe să avem m+n+p=l. 


Teorema Il. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca extremitatea 


vectorului OD=d să se găsească în planul ABC este ca în relaţia de 


> 


dependență č = mā +nb să avem m+n=1. 


1.2.2. Produsul scalar a doi vectori 
1.2.2.1. Definiţie şi proprietăți 
Se consideră doi vectori a şi b şi se defineşte o operaţie între cei doi 


vectori cu rezultat în mulțimea numerelor reale astfel: 


Definiţie. Se numeşte produs scalar a doi vectori aşi b numărul care 
rezultă din produsul modulelor celor doi vectori, înmulţit cu cosinusul 
unghiului dintre ei. 
Produsul scalar se notează cu un punct: c=a.-b = abcos(ă,b ). Produsul 
scalar are următoarele proprietăţi: 
> Produsul scalar este nul dacă: a) unul din vectori este nul sau b) 
dacă cei doi vectori sunt perpendiculari. Demonstrația primei 
proprietăţi este imediată. Pentru demonstraţia celei de-a doua, dacă 
se consideră formula în care apare cosinusul unghiului dintre cei 
doi vectori, deoarece vectorii sunt perpendiculari, acest cosinus 


este zero şi deci şi rezultatul este zero; 
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> Pătratul unui vector în raport cu operaţia produs scalar este egal cu 
modulul pătratului. Dacă se aplică formula şi se ţine seama că 
unghiul dintre cei doi factori ai produsului este, în acest caz, zero, 
rezultă imediat: 
a” =a-a =a- acos0 =a? (=la?) (1.19) 

> Produsul scalar este comutativ. Demonstrația decurge imediat din 
formula de definiție a produsului scalar. 

> Produsul scalar este distributiv la 


înmulțirea unui vector cu un scalar. 


Demonstrația decurge simplu dacă se 


ține seama că a şi Aa sunt colineari şi 


n ee al aaa da prab 
de asemenea b şi Ab sunt colineari, Fig. 1.13. Proiecția unui 
deci: vector pe un al doilea 


cos(a,b) = cos(a, b ) = cos(a, Ab) 
Atunci, din formulele de definiție, rezultă simplu: 
Ala -b)=(2a-b)=(a-ab) (1.20) 

> Produsul scalar a doi vectori este egal cu modulul unuia dintre ei, 
înmulțit cu proiecția celuilalt pe direcția primului vector. 
Proprietatea rezultă dacă se urmăreşte fig. 1.13. Avem: 
ab = abcosla,b )= a|bcos(a,P )|= a pr;b (1.21) 
deoarece: pr,b = bcos(a,b ). În mod analog: 
ab = b pra (1.22) 

> Dăm, fără demonstrație, următorul rezultat: produsul scalar este 
distributiv faţă de adunarea vectorilor. Avem: 


a(b +c)=ab +ac (1.23) 
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> Dacă se ţine seama de proprietatea precedentă, se poate scrie 


imediat: 


(a+b)-(c+d)=ac+be+ad +bd 
adică regula de înmulţire a două polinoame se păstrează. Se poate 
scoate, de asemenea, factor comun. 

> Produsul scalar a doi vectori nu se schimbă dacă unuia dintre 
vectori 1 se adaugă un vector perpendicular pe celălalt. Să 
considerăm doi vectori 2 şi b şi un al treilea vector 


u perpendicular pe a. Avem deci: au=0. Atunci: 


a(b+u)=ab +au =ab ceea ce demonstrează proprietatea. 
> In continuare să considerăm un triedru ortogonal Oxyz care are 
versorii axelor i,j,k. Există relațiile, deosebit de importante în 


reprezentarea algebrică a vectorilor: 


> i-j= ji =00s7=0,j-k=k:J=0,k-T=7-k=0 
(iY =Y = (kf =cos0=1 (1.24) 


1.2.2.2. Reprezentări algebrice 
Dacă se consideră reprezentarea (1.6) a vectorilor a şi b atunci se 


poate scrie: 
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a-b=(a i +a, j+a k)(bi+b,j+b,k)= 
=a b (iY +a, b, (i-j)+a,b.(i-k)+a, b (j-i)+a,b, (JY + 
+a b (j-k)+a,b,(k-i)+ab, (k: j)+ab, (kY = 


=a,b, +a,b, +a,b, 


(1.25) 


adică produsul scalar este dat de suma produselor componentelor celor 
doi vectori. In scriere matriceală avem: 


b 


X 


a-b = {aY fb}= la, a, a, hb, =a,b, +a,b, +a,b,. 


Condiția ca doi vectori să fie perpendiculari se va scrie, dacă se adoptă 
această reprezentare: 

a,b, +a,b, +a,b, =0 (1.26) 
Mărimea unui vector se obține, dacă se consideră înmulțirea unui vector 


cu el însuşi, din relația: 


a-a=(a) =a° =a} +a +a? (1.27) 
de unde 
a= Ja? +a? +a? (1.28) 


In scriere matriceală: 
2 A 2 2 2 
a clat lal=a2 +a; +a; 
Unghiul dintre doi vectori se obține din relația: 
a-b a,b, +a,b, +a,b, 


ab da: +a +a? jb? +b? +b? 


cos(a,b) = (1.29) 


Versorul unei direcții. Se consideră o dreaptă (A) care face cu cele trei 


axe ale unui sistem de coordonate ortogonal unghiurile a,f şi y şi să 
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considerăm un vector m orientat de-a lungul acestei drepte. 
Componetele lui după cele trei axe vor fi egale cu proiecţiile lui pe cele 
trei axe, respectiv: 

uU, =uUcosa , u, =ucosf , u, =ucosy 
Să considerăm acum versorul dreptei date, fie 4,. Acest versor se obține 


împărțind vectorul u la mărimea lui, deci: 
u =” =icosa+ jcos 8 +k cosy (1.30) 
u 


In scriere matriceală avem: 


Cos & 


fu, } =< cos 8 (1.31) 


cosy 
Deoarece u, este versor, rezultă imediat: 


cos” a + cos? B +cos? y =1 (1.32) 


1.2.3. Produsul vectorial a doi vectori 
1.2.3.1. Definiţie şi proprietăți 
Se consideră doi vectori a şi b şi se defineşte o operație între cei doi 


vectori cu rezultat în mulțimea vectorilor, numită produs vectorial. 


Definiție. Fiind dați vectorii a = O4,b =0B se defineşte operaţia, 
numită produs vectorial al celor doi vectori, care le asociază un vector 
e = OC determinat în felul următor: 

a) este perpendicular pe planul determinat de vectorii daţi (acest lucru îi 


determină direcția); 
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b) pe normala la plan se alege un sens astfel ca un observator, care ar 
sta cu capul în acest sens, să vadă rotația de la OA la OB în sens 
trigonometric direct (invers acelor de ceasornic). Metoda de determinare 
a sensului se mai numește 
şi regula burghiului drept: 


dacă se consideră un 


burghiu cu elice dreaptă, şi 


se roteşte acesta astfel încât Fig. 1.14. Definirea produsului vectorial 


să ducem OA peste OB pe drumul cel mai scurt, sensul este determinat 

de sensul mişcării de translație a burghiului. 

c) mărimea vectorului este egală cu aria paralelogramului construit pe 

vectorii OA ŞI OB. 

Rezultă deci  c=ab sin(a )= 2aria(04B). Produsul vectorial se 

notează cu semnul x : c =a xb. 

În continuare sunt enumerate câteva din proprietățile produsului 

vectorial. 

> Produsul vectorial este nul dacă unul dintre cei doi vectori este nul 

sau dacă cei doi vectori au aceeaşi direcție. Într-adevăr, dacă în 
expresia modulului produsului vectorial se consideră că unghiul 
dintre cei doi vectori este zero, atunci sinusul acestui unghi este 
zero, deci şi modulul produsului vectorial este zero. În particular 
produsul vectorial al unui vector cu el însuşi este zero. 
Paralelismul a doi vectori. Doi vectori vor fi paraleli dacă 
produsul lor vectorial este egal cu zero. Acest lucru este evident 


dacă se va ține seama că unghiul dintre cei doi vectori paraleli este 
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zero, deci şi sinusul acestui unghi, care apare în formula modulului 
produsului vectorial, este zero. Acestă proprietate permite testarea 
situaţiilor în care doi vectori sunt paraleli. 

Produsul vectorial nu este comutativ. Să considerăm produsele 
axb şi b xa. Vectorul rezultant în cele două cazuri are aceeaşi 
direcție, fiind orientat după o dreaptă perpendiculară pe cei doi 
vectori dar sensurile vor fi diferite. Dacă ducem pe zpeste b pe 
drumul cel mai scurt obţinem un sens iar dacă îl ducem pe b peste 
a pe drumul cel mai scurt obţinem un sens contrar. Întrucât 
modulii celor doi vectori sunt egali rezultă că se poate scrie: 
axb=-bxa sau axb+bxa=0 (1.33). 
Produsul vectorial este distributiv faţă de înmulțirea cu un scalar. 
Demonstrația decurge simplu dacă se ţine seama că aşi Aa sunt 
colineari şi de asemenea b şi Ab sunt colineari. În acest caz 
unghiul dintre a şi b ca şi unghiul dintre Aa şi b sau aşi Ab este 
acelaşi deci şi sinusul acestui unghi va fi acelaşi în toate cele trei 
cazuri. Rezultă: 

Ala xb)=(4a)xb =a x (ab) (1.34). 
Produsul vectorial dintre doi vectori rămâne neschimbat atunci 
când vârful unui vector se mişcă pe o dreaptă paralelă la celălalt 
vector (fig.1.15). Să considerăm paralelogramul OABM generat de 
vectorii a şi b şi paralelogramul OA4,B,M, generat de vectorii a şi 
bp. Vectorul b s-a obţinut mutând vârful lui b după o dreaptă 
paralelă cua . Cele două paraleograme au aceeaşi arie întrucât au 


aceeaşi bază, a şi aceeaşi înălțime. Rezultă că modulul produsului 
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vectorial în cele două cazuri este acelaşi. Întrucât direcţia şi sensul 
nu se modifică prin deplasarea 
vârfului lui b după o dreaptă 
paralelă cu a rezultă că 


vectorul produs vectorial este 


acelaşi în cele două cazuri, deci 
Fig. 1.15. Invarianţa produsul 

vectorial la deplasarea 
vârfului unuia din vectori după extremității unui vector după o 
dreaptă 


nu se modifică la deplasarea 


o dreaptă paralelă cu celălalt. 

> Produsul vectorial este distributiv faţă de adunarea vectorială. 
Deoarece demonstraţia, fără a fi dificilă, este mai lungă, nu o dăm. 
Se va putea deci scrie: 
a x(b+e)j-axb+axe (1.35). 

> Folosind proprietatea precedentă se poate scrie produsul vectorial a 
două sume de vectori. Avem: 
(a +bhk(e+d)= axe+axd+pxe+bxd. 
Regula de înmulţire rămâne aceeaşi ca la polinoame cu deosebirea 
că ordinea factorilor în produs nu este arbitrară ci în fiecare termen 
al dezvoltării primul factor trebuie să aparţină primei paranteze iar 
al doilea factor trebuie să aparţină celei de-a doua paranteze. 

> Produsul vectorial nu se schimbă dacă la unul din vectori adunăm 
un alt vector paralel cu al doilea vector al produsului. Într-adevăr 
adunarea la unul din vectori a unui alt vector paralel cu celălalt 
duce la obținerea unui vector a cărei extremitate se găseşte pe 


paralela la primul vector rezultă atunci conform unei proprietăți 
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anterioare (dacă plimbăm vârful unui vector pe o dreaptă paralelă 
cu celălalt) că produsul vectorial nu se schimbă. 
> Dacă se consideră un triedru ortogonal cu versorii i, j,k, dacă se 

ține seama de unghiurile dintre axele de coordonate şi de direcţia şi 

sensul vectorilor rezultanţi, se poate scrie: 

ixi=jxj=kxk=0 şi: 

ixj=k , jxk=i , kxi=j (1.36) 
Un triedru ortogonal pentru care sunt valabile relațiile de mai sus poartă 
numele de triedru ortogonal drept. Dacă pe cea de-a treia axă sensul este 
definit de relația i x j =-—k spunem că avem un triedru ortogonal stâng. 
În general, în continuare se vor utiliza triedre ortogonale drepte dacă nu 


se specifică altceva. 


1.2.3.2. Reprezentări algebrice 
Să considerăm acum doi vectori a şi b definiţi prin componentele lor: 
a=aji+a,j+ak , b=bi+b,j+b,k 
Ținând seama de regulile de înmulţire a versorilor axelor, se poate scrie: 
c=axb= (ai +a,j+a.k)x (pi +b,j+b.k)= 
=a,b (ixi)+a,b,(ixj)+ a,b, (ixk) +a,b,(jxi)+a,b,(jxj)+ 
+ a,b, (jxk)+ a,b, (txi )+ a,b, (kxj)+ a,b, (zxk)= 
= (a,b, SaD ) + (a.b, -a.b, )j + (a,b, -a,b, ) 
deci componentele vectorului c vor fi date de expresiile: 


; c, =a b, -a,b, (1.37) 


222, 


;c,=a,b, -ab 


c, =a b, -a,b,; C, 


Simbolic, produsul vectorial poate fi reprezentat prin determinantul: 
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D Jo 
a_l. 
X y b, 


Matriceal, pentru reprezentarea unui produs vectorial, se introduce 


matricea antisimetrică 3x3 asociată vectorului ă : 


0 a, a, 
la]=| a, 0 -a 
=a +0 0 


şi atunci produsul vectorial este reprezentat de produsul matriceal: 


0 -a, a, |lb, a,b, -a,b, 
[a]fb}=| a, 0 -—a, hb, p=34,b,-a,b, (1.38) 
-a, a, 0 lb, a,b, -a,b, 


1.2.4. Produsul mixt a trei vectori 

1.2.4.1. Definiţia produsului mixt şi proprietăți 

Se consideră trei vectori a,b şi č. Produsul mixt al acestor trei vectori 
este un scalar d , definit de combinaţia: 

d =a-(bxc) (1.39) 
Produsul mixt are o semnificaţie geometrică interesantă. Să considerăm 
cel trei vectori a,b şi č. Ei vor forma un paralelipiped 
OBDCA'B'D'C".Modulul produsului vectorial (b xč), aşa cum s-a 
arătat anterior, reprezintă aria paralelogramului OBDC, iar vectorul 
produs vectorial este vectorul OM, perpendicular pe planul determinat 
de vectorii b şi č. Să ducem acum perpendiculara din A” pe OM. 
A’A” este perpendiculară pe OM şi va rezulta că OA” este înălțimea 
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paralelipipedului. Atunci produsul scalar dintre OM şi a va avea o 
valoare egală cu produsul dintre OM şi proiecția lui a pe OM adică OA”? 
adică o valoare egală cu produsul dintre aria paralelogramului bazei şi 
înălțimea paralelipipedului, deci va fi egal cu volumul paralelipipedului. 
Produsul mixt poate fi pozitiv sau negativ în funcție de orientarea 
triedrului format cu cei trei vectori daţi. Dacă orientarea acestui triedru 


este pozitivă produsul mixt este pozitiv 


şi dacă orientarea este negativă, 
produsul mixt este negativ. 

Rezultă: produsul mixt a trei vectori 
reprezintă, în valoare absolută, 


volumul paralelipipedului construit pe 


aceşti vectori consideraţi drept muchii. 


Fig. 1.16. Produsul mixt a 
trei vectori 


Proprietăţi ale produsului mixt: 

> Produsul mixt a trei vectori rămâne nechimbat dacă se permută 
circular factorii săi, adică avem: 
a(bxc)=b(exa)=c(axb) (1.40) 
Rezultatul se poate demonstra uşor dacă se ţine seamă că cele trei 
produse reprezintă volumul paralelipipedului construit cu cei trei 
vectori ca muchii, iar semnul este acelaşi în cele trei cazuri întrucât 
orientarea triedrelor se menţine. 

> Produsul mixt nu se schimbă dacă se permută între ele semnele e 
ŞI X, adică: 


a(bxc)=(axb)e (1.41) 
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Rezultatul se demonstrează simplu, dacă se ţine seama că produsul 
scalar este comutativ şi dacă se foloseşte proprietatea menţionată 
anterior prin care se spune că produsul mixt nu se schimbă dacă se 
permută circular între ei factorii. Deoarece valoarea produsului 
mixt depinde numai de cei trei vectori şi de orientarea triedrului 
definit de ei, indiferent de semnul care se pune între ei e sau x, s-a 
convenit să se noteze produsul mixt şi sub forma: 


a(b xc)=(axb)c=(abo)=[abc] (1.42) 


> Dacă se schimbă între ei doi factori ai produsului mixt, acesta îşi 
schimbă semnul: 
(abc) = —(bac) = —(acb) = —(cba) (1.43) 

> Produsul mixt este nul dacă unul dintre factori este nul sau dacă cei 
trei vectori sunt coplanari. Primul caz este evident. Pentru al doilea 
caz se va observa că dacă cei trei sunt coplanari, paralelipipedul 
construit cu ei are volumul nul, deci şi produsul mixt este nul. Un 
caz particular,des întâlnit în practică este când doi vectori ai 
produsului sunt colineari, deci cei trei vectori sunt coplanari. Deci, 
dacă oricare doi vectori ai produsului mixt sunt colineari, produsul 


mixt este nul. 


1.2.4.2. Reprezentări algebrice 
Dacă se consideră vectorii a=a,i+a,j+ak, b=bi+b,j+bk şi 
cag ia c j+c,k şi se efectuează calculele se obține pentru expresia 


produsului mixt: 
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(abc) = abeta Diez aie a. bee abea (L44) 


Această expresie este tocmai determinantul matricei având drept linii 


componentele vectorilor a,b şi Z deci se poate scrie: 


d, y d, 
(abo)=lb. b, b (1.45) 

xX y Z 

C, C, C, 


Dacă scriem produsul mixt sub această formă toate proprietățile enunțate 
anterior se demonstrează imediat dacă se ține seama de proprietățile 


determinantților. 


1.2.5. Dublul produs vectorial a trei vectori 
Dacă se consideră vectorii 4,b şi Z, dublul produs vectorial al acestor 
trei vectori este vectorul d : 

d=ax(bxc) (1.46) 
În cele ce urmează dăm, fără demonstraţie (care nu pune probleme dar 
este mai laborioasă), principalul rezultat referitor la dublul produs 
vectorial. Astfel, dublul produs vectorial d poate fi descompus după 
direcţiile vectorilor b şi c sub forma: 


d =a x(b xc)=(acb - (ab k (1.47) 


Dublul produs vectorial este nul dacă unul dintre factori este nul, dacă 
vectorii b şi č sunt colineari sau dacă vectorul & este perpendicular pe 


planul determinat de vectorii b şi c. Demonstrația este imediată. 
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1.2.6. Aplicaţii ale calculului vectorial 

1.2.6.1. Vectorul de poziţie al unui punct 

Să considerăm un punct M în spaţiu şi să alegem un punct fix O ca fiind 
origine a spaţiului. Să construim vectorul 7 = OM. Poziţia punctului M 
este complet determinată de vectorul astfel construit. Vectorul 7 = OM 
se numeşte vectorul de poziţie al punctului M. Poziţia punctului M este 
determinată deci dacă se cunoaşte direcția axei OM, mărimea 
segmentului OM şi orientarea acestuia pe dreapta considerată. În 
aplicaţii, pentru determinarea vectorilor se pot utiliza diferite sisteme de 
coordonate (carteziene, cilindrice, polare, sferice, naturale, etc) în care 
vectorii sunt definiți prin componente scalare. Aceste componente 


definesc în mod univoc vectorul de poziţie, deci şi poziţia punctului M. 


1.2.6.2. Determinarea dreptei suport a unei forţe 

Să considerăm cunoscute forţa F şi momentul ei față de un punct M fă 
(fig. 1.17), (avem FM, =0). Ne propunem să determinăm suportul 
forței. Pentru aceasta, din ecuaţia vectorială x =M,, trebuie să 


determinăm soluţia F. 


Pe componente, relaţia se va scrie: 


yZ-zY=Mo,; 
ză -xZ=M %; 
xY —yă = Mo; 


sau: 


Fig.1.17. Suportul unei forţe 
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Y -Z 0|lz] [Mo 


Se constată uşor că determinantul sistemului este zero: 


0 Z -Y 
-Xx 0 XE | (1.48) 
Y -Z 0 


deci sistemul nu are o soluție unică. Dacă considerăm primele două 
ecuații ca ecuaţii principale, se obține că determinantul caracteristic este 


egal cu zero: 


0 Z Ma 
AX 0 Mg, = Z(XM o, + YMoy + ZM o.) = Z(ŘM o)=0 
Y =Z Mo, 


în virtutea faptului că momentul şi forţa sunt doi vectori perpendiculari. 
Rezultă că avem un sistem nedeterminat de două ecuaţii cu trei 
necunoscute. Geometric, cele două ecuaţii reprezintă plane a căror 
intersecţie ne va da o dreaptă, care este suportul forței. 
O altă metodă de determinare a suportului forţei este cea vectorială. 
Astfel dacă ecuaţia vectorială: 

FxF = My (1.49) 
o înmulțim vectorial, la stânga, cu F se obţine: 

Fx(exF)= FxMo , 
de unde ţinând seama de regula de dezvoltare a dublului produs 
vectorial, avem: 

Fir (FFF = FxMo. 
Rezultă: 
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FxMo ler), 
sMo (Er); 


1.50 
= z (1.50) 


r= 


Intrucât în baza considerațiilor anterioare am văzut că nu toate 
componentele vectorului 7 sunt independente, se poate alege ca 
parametru expresia: 


(Fr) 


F? 
şi obținem: 
FxM P 
F= - o AF (1.51) 


Ecuația obținută reprezintă o dreaptă, care are direcția forței şi trece prin 
punctul de coordonate: 
Px, 


d = F 


(1.52) 


Vectorul d reprezintă distanța de la origine la dreaptă (este 
perpendicular pe forță - provine dintr-un produs vectorial - deci şi pe 
dreapta suport şi în plus când A = 0 va rezulta că extremitatea lui 


aparţine dreptei). Deci suportul forţei are ecuaţia: 


F=d+AF (1.53) 
sau pe componente: 

x = d, +4X; 

y=d,+ÂY; (1.54) 

z=d,+47Z; 


Prin eliminarea parametrului A dreapta se poate pune şi sub forma: 


x-d, y-d, _z-d, 
X Y Z 


(1.55) 
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1.3. Exerciţii 


1. Dacă sunt daţi vectorii a,b şi € să se demonstreze că există relaţia: 


a x(bxc)+bx(ecxa)+ex(axb)=0 


2. Dacă avem patru vectori a,b,c şi d să se arate că avem relaţia: 


(a xb) (€xd)= 


RI S| 


O| OJ 


a. 
b. 


S| Qi 


3. Dacă se dau a,b,c şi d să se arate că avem relația: 


(a xb)x(cxd)=(abdyc —(abc)d = (cda)b - (cdb)a 
4. Fie vectorii a,b şi č necoplanari. Să se arate că dacă: 
(a xb)-(cxd)=(a.b)-(b-0) 


atunci vectorii a şi c sunt perpendiculari. 


5. Să se arate că: 
(a xb)x(b xc)=(abo)b 
6. Să se arate că: 


(a xb) (b x c)(e x 2)]= (abc) 


7. Să se arate că avem descompunerea: 


(a xb)x x Cc) x(c x 2)|= (abe (za) — (cb )a|] 


8. Dacă a,,b,,c, (i = 1,2,3) sunt numere reale să se arate că vectorii: 


427 


Culegere de probleme 
u, = (b, -= c,)i + (c; -a,)j + (a -b,)k 
u, = (b, =e JEF -a,)j + (a, -b,)k 
u, = (b, -c3 )i + (c, -a,)j + (a, —b,)k 


sunt coplanari. 


Indicaţie: Dacă se scrie produsul mixt al celor trei vectori sub formă de 


determinant se constată că acesta este zero, deci vectorii sunt colineari. 


9. Dacă se dau vectorii a,b şi c necoplanari, să se calculeze produsul 
mixt al vectorilor: (4+b),(bP+c),(c+a) şi să interpreteze geometric 


rezultatul. 


Răspuns: P = 2(ab2) 
10. Dacă se dau vectorii 4,b şi č necoplanari, să se calculeze produsul 


mixt al vectorilor: (a — b), (b —c),(c-a) 


Răspuns: P =0. 
11. Din dezvoltarea în două moduri diferite a produsului (a x b)(c xu) 
să se deducă componetele lui u după direcțiile vectorilor a,b şi z, 


presupuşi necoplanari. 


abc 


Răspuns: u = apele) +(cau)b + (ab ue] 
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12. Dacă se dau vectorii a,b şi c necoplanari se construiesc cu aceştia 


vectorii u,v şi w în felul 


următor: 
u=ax(b+0), 
v=bx(e+a), 
w=cex(a+b) 


b)  P=(uvw)=0 Fig.1.18. 


13. Să se scrie ecuația dreptei pentru următoarele cazuri: 
a) trece prin punctul M,(r,) şi are direcția dată de vectorul a ; 
b) trece prin punctele A(r,) şi B(r}); 


c) trece prin origine şi are direcția dată de vectorul a. 


Rezolvare: 
a) M fiind un punct oarecare pe dreapta (A) căutată, avem (fig.1.18): 
M,M = Aă cu 1eR. Relația poate fi scrisă: 

r-r =^ , AeR 
sau: 

r=r +a , AeR 
Dacă se consideră vectorii r(x, y, z), 7,(Xo,YosZo) ŞI a(a,,a,,a,) 
definiți prin coordonatele carteziene, ecuația dreptei ia forma: 

x=x, +a, ; y=y,+ħa, ; z=z,+ħàa, , AER 
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sau, dacă se elimină parametrul 4: 


Xa Yo 27 Za 


a a a 


x y z 


Dacă se înmulțește relația 
vectorială a dreptei la dreapta cu 
a se obține: 


rxa=r,xa 


Se notează b =F, xa (b este un 


Fig.1.19. 


vector perpendicular pe a deci 
a-b =0). Atunci ecuaţia vectorială a dreptei se poate scrie sub forma: 


rxa=b (cu a:b=0) 


b) Vectorul AB = F — F, este colinear cu dreapta (fig.1.19), deci dacă M 


este un punct oarecare de pe dreaptă, se poate scrie: M M = AAB, 


A eR, sau r-—r, = A(rp—r,) sau încă: 


r=r, +ÅA(F-F;) 
Dacă se consideră vectorii F(x}, Yu Za F(Xg»Yg»Zg) definiți prin 
coordonatele carteziene, ecuația dreptei ia forma: 

X = Xp + Mp — XV =Y, + Mp — Ya); 2 > Zo + M2p — 24) 4ER 
sau, dacă se elimină 4: 


X — Xo 2 Y= Yo -e Z—Zo 


Xp Xa  YB Va 28 O ZA 


Dacă pornim acum de la relaţia vectorială pe care o înmulțim vectorial 


la dreapta cu r„—r, se obţine: 


FIX (Pr por) Xa) Ta Xa 


sau: 
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EE gT) SEXT g 
c) Se ia la punctul precedent 7, = 0 (punctul A coincide cu originea O) 
şi se obține 

rxr=0 
În acest caz F, indică direcția dreptei deci r,=Aa şi atunci: 


rxa=0. 


14. Să se scrie ecuația unei drepte paralele cu axa Ox a sistemului de 


coordonate. 


Răspuns: řFxi=b cu b=aj+pßk. 


15. Să se scrie condiția ca trei puncte să fie colineare. 


Rezolvare: Fie punctele A, B şi C. Condiția ca ele să fie colineare se 


scrie sub forma: 
AC=uAB 


sau: Fo—F; = A(7, —r,). Dacă se înmulțește relația la stânga vectorial 


cu 7, —r, se obţine: (7, —7,) x (7. —r7,)=0 sau într-o formă simetrică: 


Foot Pie Pot Poe Ep =0 


16. a) Să se scrie ecuația planului æ% care trece prin punctele 


Ar, BG), Cr). Aplicaţie numerică: 5, (13,5), F; (3,2,1) , Fe (2,1,5); 
b) Să se scrie ecuaţia planului 7 care trece prin punctul A iar normala 


are direcţia dată de vectorul a ; 
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c) Care este condiția ca punctele A(r,),B(,),C(r-),D(rp) să fie 


coplanare. 


Rezolvare: a) Avem relaţiile (fig.1.20): AB =F, -F,; AM =F -F,. Un 


vector perpendicular pe plan va fi perpendicular pe vectorii 


AB; AC; AM . Dacă se notează cu ñ normala la plan 
n= AB x AC = 
=F; XF +g re la el et XT} 
atunci trebuie să avem: 
AM xn =0 sau: 
(7-7, e, Fa -7,)]= 0 
După dezvoltări se obţine: 


Fl, =F) x Fo -7 )= 7E; -7,) 


sau: 


Fig. 1.20 


F (F, xF +F XP + xr) = [F PF] 
sau: 

Fi =|F rF] 
Aplicație numerică: 


= — 


i J k 
i =|3—1 2-3 eses 
Die le 25 
1 35 
[7,7,7.]=]3 2 1|=-—35 
2 1 5 


deci ecuația planului va fi: 
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F(- 87 -4j + 3 )= —35 
sau: 


8x + 4y — 32 = 35. 


b) Dacă și este vectorul normal la plan, el este perpendicular pe orice 
vector din plan, adică: (7-7,)i=0 sau 7ii=7jii. În cazul nostru 


= ra. 


c) Fie îi =F; xF, +F xo +F, xr, un vector normal la planul definit de 


A,B,C (vezi punctul a). Dacă D se află în plan, trebuie să avem: 


(r -rji =0 
sau: 

pahal 
Avem: 

Fo x Fp +F x Fo +F x P| = lF FF] 
sau: 


[F Fg ro |+ [F re Fp |+ [F F r ]+ lo Ta A 


— 


17. Să se rezolve ecuația vectorială F xāä =b. 


Rezolvare: Dacă se preînmulţeşte ecuația cu vectorul ä se obține: 
äx(Fxā)=āxb 


sau, prin dezvoltarea dublului produs vectorial: 


ar -(āř)ä=āxb 
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de unde: 


axb 


18. Să se arate că d= 3 
a 


b i ua dt îi 
=— reprezintă distanţa de la origine la 
a 


dreapta F xā =b (âb =0). 


= 


A fai mi s A a xb ia a 
Rezolvare: Ecuația rxă=b are soluția: = -—,-+4ă. Dacă 4=0 
a 


vectorul : 


x - äāxb 
r ha = d = r 
uneşte originea cu un punct de pe dreaptă şi este perpendicular pe 


dreaptă, întrucât dă = 0, deci reprezintă vectorul a cărui modul e distanța 


de la origine la dreaptă. 


19. Să se determine ecuația planului care trece prin origine şi este 


perpendicular pe vectorul ä. 


Rezolvare: În problema 15.b se ia 7,=0 şi se obține: Fā =0. Dacă se 
consideră planele de coordonate yOz, zOx, xOy ele vor avea respectiv, 


ecuaţiile: Fi =0;7j=0; Fk=0. 
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20. Să se scrie forma vectorială a ecuaţiei unui plan care intersectează 


axele în punctele 40,0), 800,0), 0000, f 
a (6 


Rezolvare: Ecuația planului prin tăieturi este în acest caz: 

xa+ yb+zc=1 
Dacă se consideră vectorii 7 = xi + yj + zk şi ii = ai + bj +ck se poate 
scrie: 


rn =|. 


21. Să se scrie ecuaţia planului care conţine dreapta Fxā=b, (āb =0) 


şi punctul F, (fig.1.21). 


Rezolvare: Rezolvând ecuaţia dreptei se obţine: 


> 


axb 


+ Aă 


r= 
a 
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Punctul D pentru care 4 = 0 aparţine planului: 


Un vector normal la plan va fi dat de: 


SE II Oe TE Dea tei es ele. e aie dat 
7 =(ř -F )xä A -F INDEX 


Dacă scriem ecuația planului sub forma (vezi 15.b): 


3! 


rn =r, 
şi introducem ñ se obține: 


F(E -F, xā) = (bF, ) 


22. Să se scrie ecuația unui plan perpendicular pe axa Oz şi trece prin 


punctul ș,. 
Rezolvare: řk =F,k =z; 


23. Să se determine punctul de intersecție între planul r-a =c şi 


dreapta Fxā, =b,(ā@,b=0). Aplicație: ā (1,3,1), ā(2,,-1), b(1,-1,1), 


c=l. 


Rezolvare: Se preînmulţeşte ecuația dreptei, vectorial, cu a,. Se obține: 
äx(Fxāä,)=ā xb 

Dacă se dezvoltă dublul produs vectorial se obține: 
(ää, ) - (ār)ā, =ă, xb 


de unde: 
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d, xb + cd, 
(â,d,) 


Pentru valorile date se obține: 


r= 


â, xb =4i -4k ; (āā,)=4; F, = 


24. Să se determine punctele de intersecție ale dreptei 
řxā=b, (āb=0) cu planele de coordonate. Aplicație: 


d(1,3,—2) ; b(2,2,4) z 


Rezolvare: Pentru intersecția cu planul yOz (F -ï =0), se preînmulţeşte 
ecuația dreptei cu i . Se obține: 
i x(Pxä)=i xb 


Dacă se dezvoltă dublul produs vectorial, se obține: 


În mod analog se obțin celelalte două intersecții. Pentru valori date se 
obține: 


- 


ixb=-4j+2k; jxb=4i—2k; 


Rezultă: 
Res ic Sia 4- D 
Po, =-4]+2k cetati i 
Por =I —k 
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25. Să se determine dreapta de intersecție a planelor: r-â=a ; 


F-ă, =c, (fig.1.22). 


Rezolvare: Dacă se scrie dreapta sub forma: Fxā=b, (db=0), 
vectorul â va aparţine celor două plane. 
Dacă âă, şi ă, sunt perpendiculare pe 
cele două plane, se poate scrie: 
d=ă xă,. Rămâne de determinat b. 


Ecuația dreptei este, dacă se cunoaşte ă: 


i x(â,xă,)=b. Dezvoltându-se dublul 


produs vectorial, rezultă: Fig. 1.22 
(Fā, )ă, - (Fā, )ā, =b. 


Dacă se ține seama de relațiile de definiție a planelor, se obține: 


- 


Rezultă ecuaţia dreptei de intersecţie: 


F x(ä xāä,)=c,ä = 


26. Să se determine intersecția planelor r-a, =c, r-a,=c,, F-a =C. 


Rezolvare: In conformitate cu problema precedentă, dreapta de 
intersecție a primelor două plane este: 
rx(á& xăd,)=coa, —c.d> 


care trebuie intersectată cu planul: r-a, = c3. 
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Se preînmulţeşte vectorial ecuația dreptei cu â,. Se obţine, după 
dezvoltarea dublului produs vectorial: 
la, (d, xd, PF — (Fă, x) =c, (ā, xå ) =c (ä, X d.) 


de unde rezultă punctul de intersecție: 


7 = cală, xă,)+c.lă, xă,)+ cală, xă,) 


la.ă, d 


27. Să se determine distanţa de la un punct B(r,) la planul r-a=c 


(fig.1.23). 


Rezolvare: Fie A piciorul perpendicularei din B pe plan. Avem: AB = 4ā 
sau: 7, —r, =1ă. 
Dacă se înmulțeşte această relaţie 
scalar cu ă se obţine: 

(7, —7,ă = 4a? 


De aici: 


Mărimea distanţei este: 


2 07 Asa oi 


d = AB| = 1a = 


Fig.1.23 


a 


= 


28 Să se determine distanța de la punctul A(5,) la dreapta Fxäā = b 


(fig.1.24). 


Culegere de probleme 


Rezolvare: Fie M(F ) piciorul perpendicularei din A pe dreaptă. Vectorul 


AM este perpendicular pe vectorul dă 


care indică direcţia dreptei. Se poate 


deci scrie: 
AM -ă =0 
sau: 
(7 —7,)-ă=0 
F-d=r,-d Fig. 1.24 


Dacă forma vectorială a ecuaţiei dreptei se preînmulţeşte vectorial cu & 


se obține, după dezvoltarea dublului produs vectorial: 


ar —(âr)ă = âxb 


sau: 


care reprezintă vectorul de poziție a punctului M. Atunci vectorul 


distanță dintre punctul A şi dreaptă este: 


=> 


5 = AM =F -F, 


äxb (âr,)_ 
i. rar, 


iar modulul lui este: 


axb + (är, )ä -a"7,| 


2 
a 


2 
2 2 2 
_ IX la b. 00 +a (xja, + Yad, + z,0.)—(aş +a,+a, x] 


2 
a 
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29. Să se determine distanţa dintre dreptele Fxā =b, şi Fxā =b, 


(fig.1.25). 


Rezolvare: Fie AB vectorul distanță 
dintre cele două drepte. Atunci vom 
avea relaţiile: AB-ă, =0 şi AB-ă, =0. 


Rezultă că trebuie să avem relaţia: 


AB =F, -F, =A(ā xă,) şi F,xă =b, Fig.1.25 

7, xă, = b,. Dacă înmulţim scalar vectorul AB cu (ă, xă, ) se obține: 
AB- (ā xă,) = Mă, xă,)? 

sau: 
(7, —7, Xā xâ,) = 4(â, xâ,) 
7, (, xâ-)—F(d, xä,)= Mă, xâ) 

Dacă se ţine seama de proprietăţile produsului mixt, se poate scrie: 
-ă (r, xā,)-ā, (F, xā)=A(ā xă,) 

Introducând în paranteze ecuațiile dreptelor, rezultă: 
-āb, -ā,b, = A(ā, xā,)? 


de unde: 


şi modulul lui: 
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m -āb, -ä,b, 


Kā, xä,) 


30. Să se determine unghiul dintre dreapta Fxā=b (âb =0) şi planul 


r-m=c. 
Rezolvare: Fie A'ez piciorul perpendicularei dusă din punctul A 
aparținând dreptei pe plan. Avem: 4A'L m, deci A4' = Añ. Rezultă: 
F -F = Am sau: F, =F; + Am. Dacă se preînmulţeşte ecuaţia dreptei, 
vectorial cu si rezultă: mx(Fxä)=ñxb. Dacă se dezvoltă dublul 
produs vectorial, se obține: 
mxb — (nr )ä 

(ma) 


şi dacă se pune condiția ca punctul de intersecție să aparțină planului 


(7-m =c), se obține vectorul de poziție al punctului de intersecție al 


dreptei cu planul: 


Din ecuația dreptei sub forma: 


— 
=> 


axb 


r= 
2 
a 


+44 


s-a considerat pentru alegerea punctului A cazul particular când 4, =0, 


deci: 
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= āxb 
F4 = pa 
Avem: (âă, ) = aa, cos(< dă, ) 
de unde:  cos(<ââ,)= (a) 
aa, 


dar: 


31. Fiind dată dreapta 7 xā=b pe care se află forța alunecătoare F să 


> > 


se determine punctele în care vectorul moment este M (F-M =0), 


(fig.1.26). 


Rezolvare: Fie P un punct de pe 
suportul forței (unde momentul este 
nul) şi D un punct în care vectorul 
moment este M . Avem: 


M=F xr". 


Dacă preînmulțim vectorial cu F se 


obține: Fig.1.26 
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> > 


FxM „uz 
pese a NEI, 


Vectorul de poziţie al punctului D este: 


r SE a A, 


2 F? 


Dacă se ţine seama că forța este colineară cu vectorul ă (F =y-äā), 


rezultă: 
- yM 
d X b = au a 2 
, = = pa = Sata 
a a 
unde: c=b-? ~ ŞI A"=A+4'y adică o dreaptă paralelă cu dreapta 
4 


suport a forței. 


1.4. Matrice. 
1.4.1. Noţiuni fundamentale 
O matrice de dimensiune m x n este reprezentată de un tabel cu m linii 


şi n coloane: 


di ap in di ap din di apn din 
da an do da d» do do an Aan 
> > 
dmi dm2 d mn amı dm2 A mn a mi a m2 a mn 


Am prezentat trei modalități diferite de notare ale acestor mărimi care se 
întâlnesc în literatură, dar în lucrare vor prefera notația cu paranteze 


drepte întrucât este uşor de utilizat. 
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Notaţia matricelor: în literatură se întâlnesc notații diferite pentru 
matrice. Câteva notații care s-au încetățenit sunt prezentate în cele ce 


urmează. Mulțimea matricelor cu m linii şi n coloane se notează M,,.,. 


Matricele se notează cu litere mari ale alfabetului, ca de exemplu Axa, 
Bmxn, Kmxn. Uneori se notează cu literă îngroşată Amxn, Bmxn, Kmxn 
Se mai obişnuieşte introducerea simbolului între paranteze: [Al xn , 


[Bla x n » [K]m x sau reprezentări de forma: [a,], „(a,) „ Pentru 


aij 


matricele care au o singură coloană se utilizează notația cu acolade 


(aceste matrice reprezintă vectori): {4}, {B}, {X}. 


Matrice pătrată. O matrice la care numărul de linii este egal cu numărul 


de coloane se numeşte matrice pătrată de dimensiune n. Spre exemplu: 


1 23 4 

T 
[4] = 

3 5 1 -l 

0 3 -1 2 


Mulțimea matricelor pătrate de dimensiune n se notează M,. O matrice 
pătrată se notează A, sau dacă dimensiunea este subînțeleasă, se notează 
simplu, A. Pentru definirea unei matrice pătrate este necesar să 


cunoaştem cele n? elemente ale ei. 


Matrice simetrică. O matrice a cărei elemente au proprietatea a, =a, se 


numeşte matrice simetrică. De exemplu: 
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1 2 3 4 

Hj 0 -2 5 
m E 

4 5 -1 2 


Se observă că elementele matricei sunt simetrice față de prima 
diagonală. Pentru definirea unei matrice simetrice este necesar să 
cunoaştem doar elementele de pe diagonală şi deasupra ei, deci 


n(n+1) 


1+2+3+... ..+n = elemente. 


Matrice antisimetrică. O matrice ale cărei elemente au proprietatea 


a; = a, se numeşte matrice antisimetrică. 


Dacă i= j atunci relația de definiție devine: a, =-a, sau a, =0 deci 
elementele de pe diagonala principală a unei matrice antisimetrice sunt 


nule. De exemplu: 


0 2 3 4 
-2 0 -2 5 
[A] = 
-3 2 0 -I 
-4 -5 1 0 


Pentru definirea unei matrice antisimetrice este necesar să cunoaştem 
À : . n(n—l) 
doar elementele de deasupra sau de dedesubtul diagonalei, deci ——— 


elemente. 


Matrice diagonală. O matrice cu elemente diferite de zero numai pe 


diagonală se numeşte matrice diagonală. Relația de definiție a unei 
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matrice diagonale este: a, =0 dacă i+ j şi a,;70 dacă i=j. Spre 


exemplu: 
1 000 
02 00 
[4] = 
0030 
0 0 0 5 


Pentru definirea unei matrice diagonale trebuie să cunoaştem doar 


elementele de pe diagonală, deci n elemente. 


Matrice triunghiulară. O matrice care are elemente nenule pe diagonală 
şi deasupra sau dedesubtul ei poartă numele de matrice diagonală. O 
matrice este superior triunghiulară dacă are elemente de sub diagonală 


nule: 


O N A 
w U N 
N 


© 
© 
(Sa) 


şi inferior triunghiulară dacă are elemente de deasupra diagonalei nule: 


1 0 0 0 
i 0 0 
3 3 0 

Eei 


1.4.2. Operații cu matrice 


1.4.2.1. Suma a două matrice (+ Man XM pa > Mma) 


mxn mxn 
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Să considerăm două matrice [4],[8]e M,,, . Suma acestor două matrice, 
notată cu +, este o matrice [C] € M „„ care se scrie: 

[C]=[4]+[8] (1.56) 
unde elementele matricei [C] sunt definite de relațiile: c, =a, +b,. Spre 


exemplu, dacă: 


ER E a De 2 
A=] 3 o a Bl a 4 


se obține: 


i D201]! AD S 447 
CI-La-tel-| |, 0 “||, 3 „| 


i 2+2 ai 4 l 

-3+1 0+3 -1+4 =2 -3 A 

Pentru operația sumă există elementul neutru, pe care-l notăm cu 

[O]e M „„ care, dacă [4] € M „„are proprietatea: 
[4]+[0]=[0]+[A]=[4] (1.57) 


Elementul neutru pentru operația de adunare are toate elementele zero: 


ES 0 
0 0. 0 

[0]=|: | (1.58) 
0 0. 0 


Adunarea este comutativă, adică: 
[4]+[8]=[8]+[4] (1.59) 
şi asociativă: 


((4]+[B])+[C]=[4]+(B]+[C]) (1.60) 
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1.4.2.2. Înmulțirea unei matrice cu un scalar ( Rx M aa AM aa) 
Să considerăm un număr real, A e R, şi o matrice [4] € M,,,. Produsul 
matricei [4] cu scalarul à este o matrice [C], care se scrie: 

[C]=2.-[4] (1.61) 
unde elementele matricei [C] sunt definite de relaţiile: c, =a. 


Operația de înmulțire cu un scalar se poate extinde dacă à aparţine 


corpului numerelor complexe. Spre exemplu, dacă à =2 şi: 


atunci produsul dintre matrice şi scalarul 2 este matricea: 


tie reunea 228 e 140240 
eSa ae 0 ci | Mee 6 e 


Există proprietatea de distributivitate a înmulțirii cu scalar faţă de 


operaţia de adunare: 


à- ([4]+[8])=1-[4]+A-[(8] (1.62) 


1.4.2.3. Produsul a două matrice ( M,,, xM pan > Mpa) 


mxp 
Să considerăm [4] €M „$i [B]€ M,„. Produsul acestor două matrice 
este o matrice [C] € M „„„ pe care o scriem sub forma: 


[C]=[4] [5] (1.63) 


unde elementele matricei [C] sunt definite de relațiile: c, = Sabu : 
k 


In definiţia dată subliniem cerința ca numărul de coloane al primei 


matrice să fie egal cu numărul de linii a celei de-a doua. Dacă acest 
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lucru nu este îndeplinit nu poate fi efectuat produsul matriceal.Acest 
produs este de tipul linii pe coloane. Poate fi definit şi un produs de tipul 
coloane pe linii, dar în cele ce urmează vom lucra exclusiv cu această 


definiție pentru produsul a două matrice. Spre exemplu, dacă: 


2 1 
e ER  IBh-=]|2 3 
BANS 0 2] i 3x2 

aD 


produsul celor două matrice este o matrice de dimensiune 2 x 2, dată de: 


2 si 
1 2 0 
Cl =141-181 =| i A 2 3|= 
aa 4 
| 1:2+2:2+0:(22) [-2+2:3+0:4 | [6 8 
ASRI FORENE 3053-44 a „e 


Dimensiunile matricei rezultante diferă, în general, de dimensiunile 
factorilor. Ca urmare a acestui fapt, nu se poate pune problema 
elementului neutru pentru operația de înmulţire decât pentru matricele 
pătrate. 

Dacă considerăm mulţimea matricelor de dimensiune n, atunci există 


elementul neutru pentru operaţia de înmulţire, [E], definit astfel: 


[AJ-[EJ=LEJ-[Al=[A] (1.64) 
Se obţine: 
1 
1 0 
[E] = a, (1.65) 
0 
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Nu se poate pune problema comutativității a două matrice de 
dimensiune oarecare. Dacă matricele sunt pătrate, în cazul general, 
înmulțirea nu este comutativă: 

[4]: [B] # [B] [A] (1.66) 
Matricele comutative reprezintă cazuri speciale şi în cele ce urmează nu 


vor fi întâlnite. 


1.4.2.4. Inversa unei matrice. 
Pentru matricele pătrate de dimensiune n se poate problema matricei 
inverse. Astfel matricea [A] care îndeplineşte condiţia: 
[A-LAŢ =[4]" [A] = [£] (1.67) 
se numeşte inversa matricei [4]. A calcula această matrice revine la a 


rezolva un set de sisteme lineare. Se obține: 


aie dilcue 
[aS A] (1.68) 


unde [4'] este adjuncta matricei [4] iar A determinantul acestei. 
Elementei matricei adjuncte sunt af =(-1)" T” iar T, reprezintă 
determinanții de rang n-/ obținuți prin eliminarea liniei i şi coloanei j 


din matricea transpusă. 


Dacă: 
1 3 0 
[4A]l=|-1 2 1 
2 3 =] 
avem: 
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lai 2 
A=-—8, [A]! =|3 2 3 |,T1=-;r2=—3i[P=3; 
0 1 -l 


p SE n =-1:T” 227) T pri T? zis T” =5 ; 


5 -3 —3] [0,625 -0,375 -0,375 
A =—|-1 1 1 |=|-0125 0,125 0,125 
7 —3 -5| | 0,875 -0,375 -0,625 


1.4.2.5. Sisteme lineare 

Să considerăm sistemul linear: 
x+3y+0z=2 
-x+2y+z=-l 
2x+3y-z=1 


care poate fi scris şi sub forma: 


1 3 0][x] [2 
-1 2 1 Wyt=4-1 
2 3 =1|lz | 


Soluţia se poate obține prin inversarea matricei coeficienţilor: 


-1 


xX 1 3 0 2 
yp=|-1 2 1 -1> = 
z 2 3 -1 1 
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0,625 -0,375 —0,375|| 2 1,25 
=|—0,125 0,125 0,125 | —1p=3—0,25 
0,875 -0,375 -0,625|| 1 2,75 


În general, sistemul: 


[4{X}= {B} (1.69) 
unde [4] este o matrice pătrată cu determinantul diferit de zero, are 
soluția: 

{x} =[41" {8} (1.70) 


1.4.2.6. Transpusa unei matrice 
Dacă [A] este o matrice, transpusa ei, notată [4], este matricea definită 
de relaţiile: 


a, =a, (1.71) 


I 3 
[4] : pi | [4] =|-1 2 
= avem: =|— 
3 2 2 
2 2 


In matricea transpusă liniile devin coloane, iar coloanele devin linii. 


1.4.2.7. Reprezentarea matriceală a produsului vectorial 
Să considerăm doi vectori aşi b şi produsul lor vectorial c=axb. 


Ataşăm vectorilor b şi € matricele coloană: 
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b, C, 
fb} = b, i fe} =4c, 
b, Cc, 


iar vectorului a matricea antisimetrică: 


0 -a, a, 
la]= a, O -a 
=a “Aa 0 


Produsul vectorial poate fi reprezentat matriceal sub forma pordusului 


de matrice: 
C, 0 -a, a, ||b a,b, —a.b, 
tej=1e,p=lalibi=| a; 0 =a, hb, p=4 a.b, -a,b 
C, -a, a, 0 ||lb. a,b, -a,b, 


1.5. Vectori şi valori proprii pentru matrice pătrate 
În acestă secțiune sunt introduse noțiunile de vectori şi valori proprii în 
afara contextului în care apar în cadrul cursului de mecanică. Pentru 
fiecare aplicaţie în parte va fi prezentată separat problema de vectori şi 
valori proprii subliniindu-se proprietățile caracteristice utile aplicaţiei. 
Fie [A] o matrice pătratică de ordinal n cu elemente reale. Se spune că 
un vector fv} este vector propriu pentru matricea |4] dacă avem relaţia: 
[Alv =b} (1.72) 
cu alte cuvinte matricea [A] transformă vectorul {v} într-unul colinear cu 
el. Valorile A pentru care acest lucru se întâmplă se numesc valori 
proprii. Relația (1.72) mai poate fi scrisă: 
[A -AlE = {0} 


454 


CINEMATICĂ şi DINAMICĂ 


sau: 

ta -ale h} = 10) (1.73) 
Matricea: 

LA]- ME] (1.74) 


poartă numele de matrice caracteristică a matricei [4]. Avem: 


id ap ate Wu 
-À 
[4]-ME]= do d» d», (1.74) 
d d,» a an -À 


Determinantul matricei caracteristice este un polinom de gradul n în A. 
Polinomul det([4]-A[E]) se numeşte polinomul caracteristic al 
matricei[A]. Rădăcinile acestui polinom se numesc rădăcinile 
caracteristice ale matricei. 
A găsi vectorul {v} din (1.73) revine la a rezolva sistemul linear omogen 
obţinut. Acesta are soluţii nenule dacă şi numai dacă: 

det([4]-1[£])=0 (1.75) 
adică polinomul caracteristic se anulează. Rezolvând ecuaţia (1.75) se 
obțin valorile A pentru care acest lucru se întâmplă. Revenind în sistemul 
(1.73) rezultă vectorii proprii. Dacă cele n valori A sunt distincte vor 
exita în general n vectori proprii linear independenţi. În cele ce urmează 
se va presupune cazul în care valorile proprii sunt distincte. Cazul 
valorilor proprii multiple, introduce unele probleme de calcul din cauză 
că sistemul devine multiplu nedeterminat, dar rezultatele rămân în 
principiu valabile. Câteva astfel de cazuri vor fi tratate în cadrul 
aplicaţiilor. 


Fie acum matricea [B] asemenea cu matricea [A], adică: 
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[81 =o] [alo] (1.76) 
cu [0] nesingulară. Matricele asemenea au acelaşi polinom caracteristic 


şi aceleaşi rădăcini caracteristice. Într-adevăr cum: 
o 1 


TA (1.77) 


detlo} 


de:([8]-1[£])= deo] [a]o]- ME])= ator l4- MEDo] = 
= det[o]' det({4]- AlE detlo] = aetla] - aE) 
Cele două matrice au aceiaşi vectori proprii şi aceleaşi valori proprii. 
Dacă [8] are forma: 


b, 0 


deci cu elemente diferite de zero numai pe diagonală spunem că f are 


forma canonică. 


1.6. Matrice ortogonale 
O matrice pătrată care are proprietatea: 

[R][R]" =[R] [R] =[E] (1.78) 
poartă numele de matrice ortogonală. Întrucât inversa unei matrice 
verifică relația: 

[RILRI = [R] [R] =[E] (1.79) 


rezultă că matricele ortogonale au proprietatea: 
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[R]" = [R] (1.80) 
foarte importantă atunci când avem de-a face cu probleme numerice, 
întrucât transpunerea unei matrice este o operație deosebit de simplă, în 
timp ce inversarea unei matrice cere calcule numeroase. 

Ținând seama de proprietatea determinanților 

det([A][B]) = det[A]det[B] şi det[ R]” = det[R], 
rezultă: 

det([R][R] ) = det[E] = 1 

det[R]det[R]" = (det[R]) =1 

det[R] = +1 (1.81) 


1.7. Unele proprietăți ale operațiilor cu matrice 
Enumerăm câteva din principalele proprietăți ale calculului cu matrice, 
care vor fi larg utilizate în dezvoltarea ulterioară a cursului: 

e Orice matrice poate fi scrisă ca suma dintre o matrice simetrică şi o 


matrice antisimetrică 


Demonstrație. Presupunem că putem scrie matricea [4] ca suma dintre o 
matrice simetrică şi o matrice antisimetrică: 
[4] =[4,]+[4,] (1.82) 
Să transpunem relația scrisă: 
[A] =[4,]" +04 =[4,]-[4,] 
Dacă privim cele două ecuații ca un sistem matriceal cu necunoscutele 


[A,] şi [4,] se obține: 
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4,]= atat”) (1.83) 


4,1 4-4) (1.83”) 


Relaţiile scrise permit şi degajarea următoarelor două proprietăţi: 


Suma dintre o matrice pătrate şi transpusa ei este o matrice 
simetrică; 
Diferenţa dintre o matrice şi transpusa ei este o matrice 


antisimetrică; 


Produsul unei matrice pătrate cu transpusa ei este o matrice 
simetrică ; 

Dacă [A] este simetrică [A] =[4] (1.84) 
Dacă [A] este antisimetrică [A] =-—A] (1.85) 

sau: [4]+[4]' =0 

relaţie care poate defini o matrice antisimetrică. 


Dacă [A] este simetrică [A]! este de asemenea simetrică. 


([4]+[81) =[4]" +87 (1.86) 
(Lars) = [8] [a] (1.87) 
(ara) =IB] A] (1.88) 
(ary Bi (1.89) 
(ary = (1.90) 
(a - (1.91) 
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1.8. Matrice compuse 

Să considerăm matrice ale căror elemente sunt tot matrice. Această 
abordare este utilă în cazul în care dorim o scriere compactă pentru 
anumite tipuri de ecuaţii sau, dimpotrivă, dorim să partiționăm matricele 
cu care lucrăm în elemente semnificative analizei care se efectuează. 


Să considerăm o matrice [A] de forma: 


[4]= Co Co ē A} îy 


Prezentăm două moduri în care putem partiționa matricea dată. Avem: 


4]= 


A 1 A 2 
A, 1 A 


cu partiționarea: 


a a a a 
11 2l. _ | 3 14 |, 
[4]= AE > 
âa d» a3 A34 
a a a a 
31 d], _ | a33 34 
[4 ]= > [4 ]= 
dy da da3 A44 
sau cu partiționarea: 
Oi Op du aig 
[A] =| an z|; [A] =| Ca |; 
Aa Qz 33 34 


[4a ]= las da ag]; [4 ]= las] 
Suma şi produsul matricelor partiţionate se face după aceleaşi reguli 


definite anterior,ca şi cum acestea ar fi elemente scalare, cu condiţia ca 
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produsele matriceale astfel apărute să fie definite (să fie respectate 


condiţiile impuse pentru dimensiunile matricelor care se înmulţesc). 


1.9.Funcţii de matrice 

1.9.1. Consideraţii generale 

În cele ce urmează, prin extensii ale definiţiilor funcţiilor uzuale, vor fi 
definite funcții de matrice. Considerarea funcţiilor generale de matrice 
reprezintă o problemă mai dificilă, motiv pentru care se vor introduce, 
gradat, diferite tipuri de matrice, mai des întâlnite în aplicaţii. Pentru 
matricele simetrice, deoarece dispunem de forma canonică diagonală, 
introducerea funcţiilor de matrice este mai uşoară. Prin extensii ale 
operaţiilor de ridicare la putere, extragere de radicali, exponențială, 
inversă, se vor introduce astfel de funcţii atunci când variabila este o 


matrice. 


1.9.2. Cazul matricelor simetrice 
Funcţii analitice. Orice matrice simetrică reală poate fi reprezentată sub 


forma: 
[4] =[R] 3 [R] (1.92) 


unde [R] este o matrice ortogonală. De aici rezultă imediat, prin inducție 


matematică după k: 
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[R] (1.93) 


Rezultatul poate fi demonstrat pentru orice k rațional şi atunci, întrucât 
orice funcție analitică f(z) poate fi scrisă ca serie de puteri, se poate 


defini funcția analitică de matricea simetrică f([A]) sub forma: 


fA) 0 


A 
FLAD =[R] JOa) [R] (1.94) 


0 FA) 


Funcţia inversă: Utilizând procedeul de descompunere de mai sus este 


natura să definim funcţia inversă sub forma: 
AT 0 
ar-r] o RY (1.95) 
0 5 
Se verifică cu uşurinţă că matricea [A] astfel definită verifică relațiile: 
LA [A] =[A]LA]" = [E] 
unde [E] este matricea unitate. 
Să verificăm în continuare dacă [A] astfel obţinută este unică. Am 
presupus, în descompunerea canonică, că toate valorile à, sunt nenule. 
Această condiţie este echivalentă cu: det([A4A)z0. 
Într-adevăr, se verifică cu uşurinţă că dacă 1,=0 este o rădăcină a 
ecuaţiei caracteristice det([4]-—1[£]) =0 atunci trebuie ca det([4])=0, 
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ŞI, dacă det[4]=0 atunci există o rădăcină à, =0 . Deci în cazul în 
care nici o valoare à, nu este nulă matricea este nesingulară, şi ca atare, 
inversabilă. Întrucât descompunerea în forma canonică este unică, 
rezultă că şi inversa este unică, adică matricea definită sub forma 
canonică pentru inversa unei matrice este aceeaşi cu cea care se obține 


în teoria clasică a matricelor. 


Rădăcina pătrată: O matrice pozitiv definită reprezintă o generalizare a 
unui număr pozitiv. Ţinând seama de forma obținută pentru ridicarea 


unei matrice la o putere raţională, rezultă că se poate scrie: 


(1, 0 


1 1 


[4]? =[R] C [R] (1.96) 


0 (x, )2 


Această matrice este pozitiv definită. Intr-adevăr, dacă se ține seama că 


| 1 
valorile sunt pozitive, atunci şi (A, vor fi pozitive şi deci [A]? va fi o 
matrice pozitiv definită. Se poate arăta că rădăcina pătrată a unei matrice 


este unică. 
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ANEXA Il 
VECTORI ŞI VALORI PROPRII 


2.1 Matricea momentelor de inerție 

În mecanică, dacă se scriu ecuaţiile de mişcare pentru un rigid, se 
constantă că intervin în ecuaţii momentele de inerție axiale şi 
momemntele de inerție centrifugale. Modul în care intervin aceste 
matrice în cadrul ecuaţiilor face comodă introducerea unei matrice 


numită matricea momentelor de inerție, care are forma: 


J z da N Ia 
[Jo] = aS J y Sd (2.1) 
N Ja E Jy J 


Matricea momentelor are formă simetrică şi este o matrice care intervine 
des atunci când studiem mişcarea unui rigid sau a unui sistem de rigide. 
Matricea momentelor de inerție joacă, pentru rotația generală a rigidului, 
acelaşi rol pe care-l joacă matricea maselor pentru mişcarea de 


translație. 


2.2. Rotaţia axelor 
Se consideră sistemul de referință Ox'y'z”, cu aceeaşi origine ca şi 


sistemul Oxyz, dar cu alte direcţii ale axelor, definite de versorii: 


cos(Ox, Ox') cos(0x,0y') cos(Ox,0z') 
le = cos(0y,0x')t; le,!=cos(0y,0y')t; le,!=cos(Oy,0Oz)t (2.2) 
cos(0z,0x') cos(0z,0y') cos(Oz,0z') 
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Ci êz ĉi 
Matricea [R]=[| {e} fe! fe} ]=| e, e, esl, reprezintă matricea 
E31 Exp ©33 
de rotație, de componente e;, care reprezintă cosinuşii directori ai noilor 
axe. 
S-a notat e, = cos(x, x) unde: 
îi ON A E E E a i, 


Un vector {a} în sistemul Oxyz va deveni vectorul ţa”! în sistemul 


O'x'y'z': 
{a} =a fe )+ a(e)+aile)=lle) (e) (e) c =[R]fa} (2.3) 


Matricea [R] are proprietatea: 

[R] [R]= [£], (2.4) 
unde [E] este matricea unitate, relație care va fi demonstrată în cele ce 
urmează (matricea [R] este ortonormală). Versorii {e1}, {e2}, {e3} sunt 
ortonormali,deci: 

fe Y le,)=5, (2.5) 
unde 6, sunt simbolurile lui Kronecker, o; = 1 dacă i =j şi 6; = 0 dacă i 


#j. Atunci: 


fe, F 
[R] [R]- (e {eY fe ¥]= 
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j 
= (e, 4 (e, ) 
) 


1 0 0 
te.) 4e,)|=]0 1 0|=[£]. 
0 0 1 


Rezultă atunci : [R] =[R]" deci şi: 
{a'}=[R] ta). 

Expresia momentului cinetic în noul sistem de coordonate este: 
(Ko = [R] {Ko} RF Is] vo} +R] o] {o} = 
= [R] [s][R] v +R] [Vo]R][R] to) = 


- [RF [SILA], + Let loc Lala ci, 
dar: 

(Kolsh ton (2.7) 
de unde prin identificare rezultă: 

[z ]=[R F o][R] (2.8) 

[s']=[RF[s][R] (2.9) 


Relația scrisă indică modul în care se modifică matricea momentelor de 

inerție la rotația axelor. Se evidențiază şi transformarea inversă: 
ARRIA (2.10) 

Exemplificăm calculul momentului de inerție față de axa Ox’ dacă se 


cunoaşte matricea momentelor de inerție [Jo] : 


Jo = te. e Jfe}= 


J erri erde a eE AT ci A da ee (2.11) 


yy 2l xy 1112 2131 3111 
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2.3. Momentul de inerție al unui corp în raport cu o axă 
Au fost definite momentele axiale sub forma: 

AR fo? +z? dm = fö2dm; 

Jy = [2 + x? dm = [5 dm; 

J= fe +y Um = [52dm. 


Fig.5.9 Momentul de inerție în raport cu o axă oarecare 


unde distanţele &, 6, ô reprezintă distanţele punctului curent la axele 
Ox, respectiv Oy şi Oz. 
În cele ce urmează va exprimat momentul față de o axă oarecare în 
funcție de momentele faţă de axele unui sistem de coordonate.Momentul 
faţă de o axă (A) a fost definit prin relația: 

J, = [5dm (2.12) 
unde ô reprezintă distanţa de la punct la dreaptă. Dacă t(a,ß,y)este 


versorul axei A, rezultă: 
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62 =r -(rüy = ru? -(rüf = 
= a"? za ja fl Tor pl a 


—2a xy — 2Byyz — 2yaxz = 


y2 + z? —Xy = 2 (94 213 
=la 8 y] -yx z +x -yz |g e 
— ZX = Zy sey y 
deci 
J, = {uy [Jo] {u} (2.14) 


adică se poate exprima momentul față de o axă printr-o formă pătratică 
definită de matricea [Jo]. De exemplu, se poate scrie: 

Ja = Pi Jy = V] {73, ete. (2.15) 
unde: (i!=|l 0 of, {j}=l0 1 oF. 


2.4. Direcţii de extrem pentru momentele de inerție 
Se pune problema căutării unei axe pentru care J4 să admită un extrem. 
Se va utiliza metoda multiplicatorilor lui Lagrange. Cosinuşii directori 
a, B, y sunt supuşi restricţiilor: 

a? +B? +y =l (2.16) 
deci: 

gla B, y)=1- la? +B? +y°)=0 (2.17) 
Lagrangeanul asociat problemei este: 


f(a,B,y)=J, +Agla, B, y)= 
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=a B vlyo pirat -p -y 
Y 


Condiţiile (27| = 0 revin la: 
u 


O O 
[JKB B= 0 
Y Y 


Am folosit rezultatul: dacă [A] este matrice simetrică şi 


b = Yale) 


atunci: 
db | | ðb ôb ðb slal 
dX) |ôx ôx, ôx, 
Condițiile date se mai pot scrie: 
a a 
[Jol B=% 
Y Yy 


care exprimă faptul important că direcția ūļa,ß,y) căutată este direcție 
proprie pentru matricea | Jo ], iar valorile à sunt valori proprii pentru 
| Jo ]. Deci valorile de extrem ale momentelor de inerție faţă de o axă 


sunt valorile proprii ale matricii | Jo ], iar direcțiile pentru care se 


întâmplă acest lucru sunt vectorii proprii ai lui | Jo]. 


Valorile proprii se mai numesc momente principale de inerție, iar 


vectorii proprii, direcții principale de inerție. Relația dată se mai poate 


scrie: 


[Johu = atu) 


(2.18) 


(2.19) 


(2.20) 


(2.21) 


(2.22) 


(2.23) 


CINEMATICĂ şi DINAMICĂ 


sau 

[70] = ALE |) 
sau încă: 

(yo l-Al£)tu)=o, (2.24) 
care reprezintă un sistem linear omogen ce are soluţie diferită de cea 
banală dacă şi numai dacă: 

det ([J,]-1[£])=0 (2.25) 
Această relaţie este o ecuaţie de gradul trei în à, numită ecuaţie 
caracteristică, care furnizează valorile proprii. Ecuația caracteristică se 
poate pune sub forma: 

X -IA +A- =0 (2.26) 
unde /;, bL, 1; reprezintă invarianții matricei momentelor de inerție 
(indiferent de sistemul de referință în care sunt calculați, dacă are 
aceeaşi origine cu cel inițial, mărimile acestea vor avea aceeaşi valoare) 
şi sunt daţi de: 

ÎS tJ +J; =J tJy tJa; 


L, =J J, +J, J3 +J; = 


îi Ja Jy $ Jy Jal | Ja Ia 
-Jy Jy| Fe Jz Cha A 
J j Ja ai Jo 
În =J Sly Jy -Jz 
E Jo a J Jo 


unde Jọ, Jz, J} sunt soluțiile ec. (2.25). Valorile proprii fiind 
determinate, se revine la sistemul omogen şi se rezolvă, obținându-se 


vectorii proprii. 
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2.5. Raza de inerție 


Se numeşte rază de inerție corespunzătoare unei axe A, lungimea: 


JA 
A = M 

deci 
J, =Mi. 


(2.27) 


(2.28) 


Rezultă că i4 reprezintă distanța la care trebuie să se găsească un punct 


material fictiv, având aceeaşi masă M şi acelaşi moment de inerție Ja ca 


şi sistemul de puncte materiale considerat, față de axa A 


care se calculează momentul de inerție. 


2.6. Proprietăți ale direcțiilor principale de inerție 


în raport cu 


Direcțiile principale de inerție sunt ortogonale. Astfel, dacă notăm cu 


{ei}, {e2}, {ez} soluțiile sistemului: 


MoHa lED =0 


(2.29) 


pentru į = 1,2,3 atunci {e;}, i = 1,2,3 dau direcțiile principale de inerție. 


Se notează cu Ji, J2, Js valorile proprii, deci momentele principale de 


inerție. Se obține: 
[Jojie } =J de} 

care prin premultiplicare cu (e) devine: 
le, f Volle}= 7 def te) 

La fel se obține: 
le Wole J=; {eF te} 


Dacă i = j rezultă: 
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te) [Jolte,)= 7, (2.30) 
întrucât le, {e,}=1. Dacă i + j, scăzând cele două relaţii, se obţine: 
0=(J,-J, ele, (2.31) 


de unde, deoarece în general J; # J, rezultă le, fe = 0, deci cele două 


direcţii principale sunt ortogonale. S-a ţinut seama de faptul că: 

(e Volle; te, uolte,) (2.32) 
deoarece | Jo ] este matrice simetrică şi: 

le.) te,)= e, e) (2.33) 
(produsul scalar este comutativ). Deci: {e;}, {e2}, {e3} vor forma un 
triedru ortogonal. 
Matricea: 

[R]= Re) te te] 
face trecerea de la triedrul Oxyz la triedrul definit de direcțiile principale 
de inerție. 
Ținând seama de relaţia demonstrată anterior, scrisă sub forma: 

le, i [Jo]{e;}= Jô; (2.34) 
unde 6, este simbolul lui Kronecker, rezultă: 

(a) 


[R] [o ][R]= au [Joll {e} e.) (e;)]= 
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(e, d [Jo Ke) fe, i [73 lt.) (e, y [z Ke} 
g tea) oke) tar Pole! le) [okes = 
(e) [Jo e) (e) [Jo ke.) (e) Joe) (2.35) 
J 0 0 
=]0 J 0 
0 0, 


adică faţă de acest sistem de referință, matricea momentelor de inerție 
are forma diagonală. Este deci convenabil de a alege sistemul de 
referință principal în problemele de dinamică, întrucât termenii care vor 


interveni în ecuaţii vor fi mai puţin numeroşi. 


2.7. Elipsoidul de inerție 
Ehpsoidul de inerție este o reprezentare intuitivă a proprietăţilor de 
inerție la rotaţie ale corpurilor. Se ia pe axa (A) a cărei direcție este dată 
de versorul !u!=|o ß y] un segment OQ invers proporţional cu 
rădăcina pătrată din Ji: 
H., 

JJa 


(unde k este o constantă arbitrară, ale cărei dimensiuni se aleg astfel 


00 = (2.36) 


încât OQ să rezulte o lungime), deci: 
k 
(rj=100)= ru). (2.37) 
Ja 


Coordonatele punctului Q vor fi: 


PEE ETRE E EE 
E a 20 
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(2.38) 
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deci: 
x O 
E ae (2.39) 
aa, 
de unde 
O x 
J 
w=- ew 
y Z 


Presupunând că dreapta (A) variază, locul geometric al punctului Q este 


un elipsoid. Într-adevăr: 


J= uF Uolt 5e y Uol» (2.41) 
duce la: 
[x > zlyolivp=r (2.42) 
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care reprezintă ecuaţia unei cuadrice cu centru. Cuadrica nu are puncte 


la infinit întrucât: 


y; == B (2.43) 


N 


Ja + 0 (exceptând cazul în care toate punctele s-ar afla pe dreapta A), iar 
a, B, y sunt finite pentru că sunt cosinuşi directori. Deci este vorba de un 
elipsoid, numit elipsoidul de inerție, corespunzător punctului O. 

Faţă de sistemul de referinţă principal, dacă X, Y, Z sunt coordonatele 


punctului curent în acest sistem, ecuația elipsoidului va avea forma: 


J 0 0][X 
[xx y z|o J, “OAIE (2.44) 
Os 0 a EZ 
sau 
J X? + IV +J, Z? =k° (2.45) 


relație obținută din prin operaţia: 


[e v zIIRIIRI [Vo][R] [R] yik (2.46) 


Z 


ŞI ţinând seama de faptul că: 


X xX 
Y=[R] 3y} si [x Y Zl=l y z][R] 
Z Z 


Direcțiile principale de inerție vor fi direcțiile semiaxelor elipsoidului de 
inerție. În raport cu axele principale de inerție, momentele centrifugale 


sunt nule. Această proprietate permite uneori identificarea axelor 
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principale de inerție. De exemplu, dacă un corp are o axă de simetrie, 
atunci momentele centrifugale sunt nule şi axa respectivă este axă 


principală de inerție pentru toate punctele prin care trece. 


Caz particular. Se presupune că toate punctele corpului sunt situate pe o 
dreaptă (A) deci J4 = 0. Se alege această dreaptă ca fiind axa Oz (J = 
0). Momentele centrifugale vor fi nule şi Jx = Jy = J. Deci elipsoidul de 
inerție va fi: 

J „x? + y zk (2.47) 
sau 

Il? +y’ )=k? (2.48) 
adică un cilindru de rotație având axa Oz. 
Ecuația elipsoidului de inerție raportată la sistemul principal de axe se 


mai poate scrie: 


2 2 2 
ai E aia (2.49) 
1 ES di 
J, J, J 
cu semiaxele a, b, c: 
Gia i e a ae, (2.50) 


2 2 2 
. za 5 =? (2.51) 
Relaţiile: 
1 1 1 
E J= F (2.52) 
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exprimă faptul că momentele principale de inerție sunt invers 
proporţionale cu pătratul semiaxelor elipsoidului. În continuare se vor 
studia diverse cazuri în care se poate afla elipsoidul de inerție şi 
proprietăţile lui. 

a) Pentru un rigid (sau sistem de puncte materiale), în orice punct 
al spaţiului există un elipsoid de inerție. Când punctul în care se 
calculează matricea momentelor de inerție coincide cu centrul de masă 
al corpului se spune că elipsoidul este elipsoid central de inerție. Axele 
principale ale elipsoidului central de inerție se numesc axele centrale de 
inerție (sau axe libere), iar planele lui principale sunt plane centrale de 
inerție. 

b) După direcția axei mari a elipsoidului se obține momentul de 
inerție minim, iar după direcția axei mici, momentul de inerție maxim. 
Faţă de axa mare a elipsoidului central de inerție se obţine cel mai mic 
moment de inerție, momentul de inerție minim minimorum. 

c) În cazul în care două momente principale de inerție sunt egale 
(Jı = J2), elipsoidul este un elipsoid de rotaţie: 

(e 7 ze =k (2.53) 
Momentul de inerție faţă de orice axă care trece prin punctul considerat, 
este cuprins între valorile extreme Jı şi J». Orice axă situată în planul 
ecuatorial (XOY) este axă principală de inerție, iar momentul de inerție 
faţă de oricare din aceste axe este egal cu J}. 

d) Dacă J; = J} = J; atunci elipsoidul de inerție devine o sferă: 

Jul? + y2 +z )=k? (2.54) 


cu raza: 
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2k? 


= (2.55) 


r 


În acest caz orice axă ce trece prin O este o axă principală de inerție, iar 
momentul de inerție față de oricare din aceste axe este egal cu J4. 

e) Momentul de inerție faţă de orice axă (A) care trece prin punctul 
considerat şi are versorul üla, B, y), fată de sistemul format de axele 
principale de inerție este dat de relația 

J =° J +B J, +y J, (2.56) 
Dacă în plus (A) este o axă centrală, momentul față de o axă (A.) 
paralelă cu (A) şi situată la distanța d de aceasta are expresia: 

Jan =at, +B’ J, +J, + Ma” (2.57) 

f) Elipsoidul central de inerție al unui corp omogen urmăreşte 
forma corpului; astfel în cazul unui corp de formă alungită, elipsoidul 
central de inerție este alungit în aceeaşi direcție ca şi corpul considerat. 

g) Dacă sistemul are trei plane de simetrie, perpendiculare între 
ele, intersecțiile lor sunt axe principale de inerție. 

h) Dacă un corp omogen are un plan de simetrie, orice 
perpendiculară la acest plan este o axă principală de inerție pentru 
punctul unde dreapta înțeapă planul. 

1) Dacă un corp omogen are o axă de simetrie, aceasta este o axă 
principală pentru toate punctele ei; 

j) La un solid de rotaţie, elipsoidul de inerție este un elipsoid de 
rotaţie în jurul aceleiaşi axe; 

k) Pentru ca un elipsoid să fie un elipsoid de inerție trebuie ca: 


E EI e e ACI E ME IN AC AN A 
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relaţii justificate anterior. De aici rezultă: 
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